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Для гіллястих ланцюгових дробів спеціального вигляду встановлено деякі кругові та пара­
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В с т у п

Багато критеріїв збіжності неперервних дробів носять характер областей збіжності,

тобто вказуються такі області у комплексній площині, що якщо елементи ak, bk належать
00

цим областям, то неперервний дріб J^) ~  збігається. Області збіжності для неперервних
k=1 °к

дробів вперше зустрічаються у роботах Ворпіцького (1865), Прінгсгейма (1899) і Ван Фле- 

ка (1901) [9]. Особливе місце займають параболічні та спарені області збіжності. Перша 

параболічна область з віссю параболи вздовж дійсної осі була досліджена Скоттом і Уол- 

лом (1940) [15]. Огляд узагальнень параболічної теореми поданий у монографії Джоунса 

і Трона [9]. Важливим застосуванням цих результатів для функціональних неперервних 

дробів є кардіоїдні області збіжності.

Спареними областями збіжності називаються такі пари областей (Εχ, Е2) комплексної
ОО

площини, що умови a2k~\ Є £ і і а2к Є Е2, к > 1, гарантують збіжність дробу £ )  Перші
к= 1 1

спарені області збіжності отримали Лейтон і Уолл (1936) [12]. Продовжили ці досліджен­

ня Ланге [11], Трон [7,16], Лорентцен [13] та інші.

Гіллясті ланцюгові дроби (ГЛД) є багатовимірними узагальненнями неперервних дро­

бів. Різні типи областей збіжності для різних конструкцій ГЛД досліджували у своїх ро­

ботах Д. Боднар [5, 6], X. Кучмінська [10], Т. Антонова [1, 2], В. Гладун [1], Р. Дмитришин 

[8], О. Сусь [2], Н. Гоєнко [6], О. Манзій [14] та інші.

(с) Баран О.Є., 2013

Найпростішими за структурою, аналогічні структурі кратних степеневих рядів, є гіл­

лясті ланцюгові дроби з нерівнозначними змінними

°ο + Ό Σ α- ψ  = "<>+Σ ? )2ίι - <υ
к=1 ік=\ »1=1 1 , Г 4 a0X)Zi21+Σ

І2-1 1 + .

де і(к) Є І, І =  {і(к) : і(к) =  і\і2 . . . ік, 1 < ір < ір-1, р =  ІД , к > 1, і0 =  N}, N — 

максимальна кількість гілок розгалужень, ащ  — комплексні числа, z =  (ζχ,Z2, . . . , ζ^ ) — 

комплексні змінні. Скінченний дріб

/» = «о + Е ) Е ^  к=1 ік=1

називається и-тим підхідним дробом ГЛД (1).

У даній статті для гіллястих ланцюгових дробів з нерівнозначними змінними вста­

новлено деякі області збіжності.

1 Д еяк і к ру г ов і о б л а ст і з б іж н о ст і 

Розглянемо функціональний ГЛД з нерівнозначними змінними вигляду

OO it-_-1 /->2 γ .

ΌΣ-ψ· <2>
к= 1 ік=1

де і(к) Є І, Сщ -комплексні числа, Ζ =  (ζχ, Z2, . . . , Ζ/ν) — комплексні змінні.

Задамо відображення І : І —ї N  за таким правилом

і = ((<(*)) = L e  P)
s= 1

де διζ — символ Кронекера. Залежно від значення величини І, розіб'ємо множину І на три 

підмножини І =  Ii U І2 U Із, які попарно не перетинаються:

h  =  {і(к) : і(к) Є /, І =  1, к > 1}, І2 =  {і(к) : і(к) Є І, І — парне, к > 2},

Із =  {і(к) : і(к) Є І, І — непарне, / > 1, к > 3}.

Теорема 1. Нехай д л я  дробу (2) виконуються умови:

а) N > ї ї  елементи сщ  належать областям

|СІ(*)±*Т1А| < pUk, (pi,ik + |r1;iJ )2 < якщо i(k) Є /х, (4)
lk-1 1

ki(it) ± ζΓ3Λ| < p3/ik, {p3Jk + |Γ3Λ|)2 < r/β, якщо i(k) є h , (5)

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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б) N =  1 і елементи c;vm належать областям (5), якщо і(к) Є  /i U Із, або (6), якщо 

і(к) Є /2/ де гі = 0  при N =  1 і 0 < гі < (1 — Зг)/(1 + г) при N > 1, 0 < r < 1/3, Γ;·/5 Є С, 

Pj'S > 0, j =  1,3, s =  Ι,Ν ,Ο  < ос < β.

Тоді ГАЛ (2) рівномірно збігається в замкненій області

D =  jz  є CN : ос < |zs| < β, s =  I jv }

до деякоїголоморфної функції/(z ) і справджується оцінка швидкості збіжності

де fm(z) — m-тий підхідний дріб (2), М =  1 —г при N — 1 і М =  max (гі/г)р при N > і,
1 < p < N

q =  у/(2 + гг)г/(1 - r i - r).

Аоведення. а) Очевидними е наступні оцінки:

коді ^  (pj.ik + ІГ;ЛІ)2' *(*) є и 7з; І Сод І ^  ІР2,ік - ІГ2ЛІ)2' *(*) Є І2. 

Враховуючи умови (4)-(6), маємо 

г /β
Іс і̂лІ < . 1 .. , якщо i(ifc) Є Ji, |c2m | < r/β, якщо z(/c) є Із,
'W

|сод|> (2 + гі)(1 + п  + г)/сс, якщо і(к) Є І2.

Отже, для дробу (2) виконуються умови теореми, яка є багатовимірним аналогом те­

ореми Лейтона-Уолла для ΓΛΔ з нерівнозначними змінними [4]. Тому ГАД (2) збігається 

і справджуються відповідні оцінки швидкості збіжності,

б) Позначимо c-q \ =  ск. Тоді дріб (2) матиме вигляд

оо 2

Ό ψ
к=1 1

(7)

Враховуючи умови (4)-(6), маємо: — г/ β, \с2к\ > 2(1 + г)! ос, к > 1. Позначимо

залишки дробу (7): =  1, =  1 + c%+1zi / Qj£_\, к =  l, η - 1, η > 1.

При довільному η, η > і, індукцією по к можна довести справедливість наступних 

нерівностей

>(»)

\®2к-і\ - 1 < к < [ (п  + 1)/2], 1-г  < \Q%>\< 1  + г, 1 < к < [п /2 ] ,

з яких при довільному η, η > 1, і довільному к, 1 < к < [(п + 1 ) / 2], отримуємо

(я) і

І ф і І І ф і І

,1 + W Q *

q (») 
^ 2  к

ClkZ 1
+ 1

<

1 -
Ж і
Ι φ ι Ι

<  2.

Із формули різниці підхідних дробів ΓΛΔ [5] для неперервного дробу (7) маємо

m+1
П ІфіІ

I/я (z i) — /m (z i) I =  ■ ------ , η >  m>\.

Π Ιοί"1! Π Ιθίη)Ι 
fc=l fc=l

Використовуючи наведені вище оцінки, при m =  2s — 1 отримаємо |/„ (z i) — / 2s—і (2і ) І < 

(1 — r)q2s, а при m =  2s — |/w(zi) — / 2s(zi)| < 2~1/2r1/2(l — r)3/2i/2s+1, s > 1 . Отже,

\fn(Zl) - fm(zi)\ < M q m+\ (8)

де M  =  1 - r, q =  \j2r/ (1 - r). □

Якщо у теоремі 1 у випадку N — 1 покласти α =  β =  1, zi =  1, то шляхом підбору 

параметрів Г, =  Гуд, j  =  1,2, отримаємо деякі окремі випадки відомих ознак збіжності 

неперервного дробу
оо о

СІ

D  j-  <9>
к=1

Наслідок 1.1. Нехай елементи ск неперервного дробу (9) є комплексними числами, які 

задовольняють хоча б одну із умов:

а) \c2k-l\ <  \с2к\ >  \/2(1 + г);

б) |c2fc_i| <  ф ,  \с2к ± ІІ >  л/2(1 + г) + 1;

в) |с2аг—і ± гя | < р\, ( р ї  + М )2 < Г, \с2к ± і (а + 1)1 > р 2, ( р 2 - \а + 1 | ) 2 > 2 ( 1  + г ); 

де к > 1, 0 < r < 1 /3, а Є C, pj > 0,; =  1,2.

Тоді дріб (9) збігається і справджується оцінка швидкості збіжності (8).

Умови а) у наслідку 1.1 є аналогом теореми Лейтона-Уолла для неперервного дробу 

вигляду (9). Дані умови дають ширші області збіжності, ніж теорема Лейтона-Уолла [12]. 

Умови б)-в) є окремими випадками відповідно теорем Трона і Ланге для спарених кру­

гових областей збіжності неперервних дробів [9,11]. Ці умови визначають вужчі області 

збіжності, ніж у теоремах Трона та Ланге, проте маємо оцінки швидкості збіжності. За­

уважимо, що у формулюваннях теорем Лейтона-Уолла, Трона та Ланге оцінок швидко­

сті збіжності не наведено.

Розглянемо гіллястий ланцюговий дріб вигляду

ОО lk-l

i  + D E t ' (10)k= 1 ik=1

де i(k) Є I, — комплексні числа.

Залежно від значення величини І, яка визначається формулою (3), а також значення 

останнього індексу ік в мультиіндексі і(к), розіб'ємо множину всіх мультиіндексів І на 

підмножини, які попарно не перетинаються:

1\ =  {і(к) ■ і(к) Є І, ік =  p, І =  1, к > 1 },

ΐζ =  {г(/с) : і(к) Є І, ік =  p, І — парне, к > 2}, 

ΐζ =  (i’(fc) : і(к) Є І, ік =  p, І — непарне, І > і ,  к > 3}, р =  1, N.



Лема 1.1. Нехай N > 1 і р\, р — довільні дійсні числа такі, що р\ > \, р > 1,

/'* :=  jVi* := < w Є С : М  < т Рі

h-\ - 1 ) '

V3 := {w Є C : |w| < p} ,

V2 := {w Є C : |и7 + 1| > 1 + ρι} ,

Ε ί · : = { ^ € :  N

Eg := {w Є C : |w| < p } ,

E2 := |jx> Є C : w =  re*0, r > (2 + p i) (pi + p — cosO), 0 < Θ < 27r|,

деі(к) Є I.

Тоді виконуються співвідношення

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Е'* -
ік~ і

1 + Е  ^  mod 2
**+1=1

С у.'* 
- У

(17)

де z'(fc) Є /; j =  1, якщо І =  1;; =  2, якщо І — парне; j =  3, якщо І — непарне і і  > 1,1 

визначається згідно (3).

Аоведення. Нехай і(к) Є І — довільний мультиіндекс,

«W

-,mod2 ^  1 + .Σ  V;M + ^ jm o i2 ) ,  У =  1,3. 
\ *’*+1=1 /

П  vjkg3-im od2, І =  1/3.

Із співвідношення (17) маємо, що

£;;‘ H ' G3-;mod2 І Е? =

&3-/ mod mod 2

Покажемо, що при заданих множинах значень (11)—(13) відповідні їм множини еле­

ментів дробу (10) мають вигляд (14)-(16).

Доведемо справедливість формул (14), (15). Очевидно, що

ік- 1
С2 = 1 + Σ Уі"+1 + У2* = і™ Є С : N > 1}·

4+1=1

Нехай^2, g2 — т а к і точки множини G2k, що arg(g2) =  arg(g2), \g2\ < \gi\ ig 2 e dG2< 

де BG% — межа множини G2 . Звідси маємо, що Vjkg2 с  Vjkg2> j  =  1/3, і тому E'f, j  =  1,3, 

мають вигляд (14), (15) відповідно.

Доведемо справедливість формули (16). Легко бачити, що

ік- 1
Сз =  1 + Е  У1*+1 + v3 =  {™ е  С : |Н> -  1| < Рі + р}.

*'*+1=1

Нехай £з, g3 — такі дві точки множини G%, що g3 ф 0 ,^3 ф 0 ,arg(^) =  arg(g3), \g3\ > \g3\ 

і g3 Є dG‘3k. Звідси маємо, що V2 g3 C V2 g3 - Тому

4* =  П  ^ з =  П  ^ з ·

Встановимо рівняння межі області (16). Нехай т2(ос)еш і т3(/3)е^ — довільні точки на 

межах множин V2 та G3 відповідно. Маємо, що τ2(α) =  —cosос + [(1 + ρι)2 — sin2»]1/2, 

0 < ос < 2п, τ3(β) =  cos β + [(pi + p)2 - sin2j6]i/2, 0 < β < 2 тс. Можна показати, що для 

довільних a i β, 0 < ос < 2π, 0 < β < 2π, виконується нерівність

τ2(α)τ3(β) < (2 + ρ !) (ρ ι+ p-cos(a + j8)). (18)

Для кожного кута Θ =  ос + β єдиним чином можна вибрати такі кути ос і β, що в (18) 

буде виконуватися рівність. Звідси випливає, що множина Е2 визначається співвідноше­

нням (16). □

Теорема 2. Нехай N > 1 і р\, р, Є\, є2, ε3 — довільні дійсні числа такі, що р\ > 1, р > 1,

0 < £і < р і, 0 < ε3 < р, 0 < ε2 < р\ + р. ГДД (10) збігається, якщо елементи дробу
Ій

ai(k) =  ri(k)e llk) — комплексні числа, які задовольняють умови

rm  - Ρ ~ ~ ζΐ' <W є  ' t  (W)k—1 1

Гі(к) < p - ε3, i(k) є I3k, (20)

ri(k) ^  (2 + pi)(pi + p + ε2 — cos0i{k)), i(k) Є I2, 0 < θ,·̂ ) < 2тс. (21)

Аоведення. Розглянемо ГЛД вигляду

i + D E  <22>
к=1 ік=1

де c,(fc)(z) =  ащ х, якщо і(к) Є l[k U І3 , сщ (г) =  а щ /z, якщо і(к) Є І2, z =  геів —

комплексна змінна. При z =  1 дріб (22) зводиться до дробу (10).
І І ЄЛ і / \і і і Р\

З умови (19) при \z\ < 1 + μι, де μι — -----, маємо, що \cuk)(z)\ =  |α,·(ηζ| < -—L— -
pi - £i ik_i - 1

£3
для всіх i(k) Є l\k. Аналогічно, з умови (20) при \z\ < 1 + μ$, де =  ---- , маємо, що

Р £з

|Ci(fc)(z)| =  \ai{k)z\ < Р для всіх і(к) Є 13к.

Нехай і(к) Є І2 . Виберемо такі достатньо малі додатні числа η і μ2, щоб при |0| < η і 

r < 1 + μ2 виконувались нерівності Яикл > (2 + р і)(р і + p — cos φ ^ )  для всіх і(к) Є І2, де 

Ri(k) =  |c,-(*)(z)|/ срі(к) =  argcm (z).

Нехай μ =  πιιη(μι,μ2,μ 3 ). Тоді в області D := {ζ Є С : |θ| < η, 0 < |ζ| < 1 + μ} для 

дробу (22) виконуються умови леми 1.1, а тому всі підхідні дроби, які є раціональними 

функціями, є рівномірно обмеженими і належать області



За теоремою Монтеля послідовність підхідних дробів ГЛД (22) утворює нормальне сімей­

ство голоморфних функцій в області D.

Нехай
r\ r (2 + Рі) (рі + р + £2  — 1 )

h =  m in < 
ї ї.p i-ε-ι' ρ - ε 3' (2 + гі)(1 +Г!+г)

де 0 < r\ < (1 — 3 r)/(l + г), 0 < r < 1/3. Тоді для |z| < h елементи дробу (22) задоволь­

няють умови багатовимірного аналогу ознаки збіжності Лейтона-Уолла [4]:

k-(fc)(z)| =  k (fc)z| < Гі_  і{к) Є l[k, \ci{k)(z)\ =  \ai{k)z\ < r, і(к) Є І3 , 
гк—1 1

lci(fc)(z)l =  > (2 + гі )(1 + гі + г)' і{к) Є І2-

Отже, ГАД (22) збігається в області, яка є перетином областей |z| < h і D. Тоді за 

теоремою Стілтьєса-Віталі дріб (22) збігається рівномірно на кожному компакті області 

D, зокрема в точці 2 =  1. □

У випадку N =  1, покладаючи рі =  0 і накладаючи на елементи дробу (22) умови (20) 

для і(к) Є l[k U Ґ3к та (21) для і(к) Є І*, отримаємо відому теорему Трона [7].

Наслідок 1.2. Нехай N > 1 і р\, р, £\, ε2, ε3 — довільні дійсні числа такі, що р\ > 1, р > і, 

0 < ει < р\, 0 < є3 < р, 0 < £2 < Рі + Р- ТЛА (10) збігається, якщо елементи дробу 

ai(k) =  ri(k)e ^  — комплексні числа, які задовольняють умови

Г,Ш — ^  _ \' е г'№ - Р ~ ε3' e l3'

ri(k) > (2 + pi) (pi + Р + Є2 + 1), i{k) Є І2- 

У наслідку 1.2 межа області (21), яка є кривою «равлик Паскаля», вироджується в коло.

2 Д еяк і п а р а б о л іч н і о б л а ст і з б іж н о с т і 

Розглянемо гіллястий ланцюговий дріб вигляду

i^ + D E r )  *< <и>
де і(к) Є І, Ьо, ащ , Ьщ  — комплексні числа.

Лема 2.1 . Нехай елементи ТЛА (23) належать наступним множинам:

аі(к) е Plk(b,oc) := jw  Є € : |и>| — Re [we~2m̂  — cos2a| (24)

(25)Є H(b,oc) := Є € : Re (we > bcosa j  , v̂ ,

деі(к) Є І,Ь  > 0, - π /2  < ос < π/2 , bo Є H(b,ec). Тоді множини значень дробу (23) мають 

вигляд

Аоведення. Необхідно показати, що

аі{к)

Ік
С Vі*, і(к) є І. (26)

bi(k) + Σ v tk+1

Нехай і(к) Є І — довільний мультиіндекс. Оскільки

Σ  t V‘M  =  н  (- 5 ·“)  - №■<*) + к) Є н  ( | ,« ) РЄ £  У'*+\

'/с+1 = 1

ТО

*«'(*) Є й?ЄС:
««(*)<

b cos ct
<

\аі(к) 1 

b cos α
(27)

Для того, щоб виконувались співвідношення (26) потрібно, щоб круг (27) лежав у пів- 

площині V'*. Це матиме місце, якщо відстань від центра круга до межі dV‘k півплощини 

Vі* буде не менше, ніж радіус круга, тобто

що забезпечується умовою (24).

cos ос + Re

-IOC

b cos ос
>

h(k) I

b cos ос'

□
Зауважимо, що в лемі 2.1 і надалі в позначенні множин Рг* і V'* індекс ік означає, що 

множини залежать від мультиіндекса і(к) є І.

Розглянемо функціональний ГЛД вигляду

аі(к)
00 4-і

, ,  г
-1

(28)

де і(к) Є І, Ьо, Ь щ — комплексні числа, 2 — комплексна змінна.

Теорема 3. Нехай для елементів ГАЛ (28) виконуються умови:

a i(k) Є  Ptk(n,cc), \ai{k)\ <  M, Ь щ )  Є  H(b,oc),

2 Є Ηο(α — b,cc) := |ш Є C : Re ^we~m^ > (я — b) cosaj ,

де i(k) Є I, a > 0, Μ > 0, —π/2  < ос < n/2 , b Є 1R, bo Є H (b, ос), множини Plk (a, ос) 

і H(b,oc) визначаються (24) і (25). Тоді дріб (28) рівномірно збігається до голоморфної 

функції комплексної змінної 2 на кожному компакті півплощини Ho(a — Ь, ос).

Аоведення. З умов теореми випливає, що (Ьщ + z) Є Но(а,ос),к > 0, і(к) Є 1 при к > 1.

Згідно з лемою 2.1 множинами значень дробу (28) є множини V‘k =  Н ‘к / г(А:) є І, і

тому



Отже, підхідні дроби ГЛД (28), які є раціональними функціями, при ζ Є Ho (я — Ь, ос) є 

рівномірно обмеженими. За теоремою Монтеля послідовність підхідних дробів утворює 

нормальне сімейство голоморфних функцій для ζ Є Но (а — Ь, ос).

Оскільки за умовою теореми |яг(̂ )| < М, і(к) Є І, то існує таке число M ' > 0, що 

для \z\ > M ' + N і ζ Є Но(я — Ь,сс) виконуються нерівності ІЬщ  + z| > + г’ь г'(^) Є

І. Для цих значень ζ гіллястий ланцюговий дріб (28) абсолютно збігається за теоремою 

Слешинського-Прінгсгейма [3]. Тоді за теоремою Стілтьєса-Віталі маємо, що ГЛД (28) 

збігається рівномірно на кожному компакті півплощини Но(а — Ь, ос). □

Якщо покласти а =  b і z =  ееш, то з теореми 3 випливає наслідок.

Наслідок 2.1. ГДД (23) збігається, якщо ащ  Є Plk(a,oc), Ьщ  Є Н(а + є,ос), \α{̂ \ < М, де 

і(к) Є І, а > 0, М > 0, — 7г/2 < ос < π /2, ε — довільне досить мале додатне число.

Розглянемо ГЛД вигляду

2 \ - 1
/  °° Ік~ 1 — С.,,4 \

(Ьо+2 + D  Σ  І — X -  ■ <29)
V tfu^ ibW + zJ

де і(к) Є І, Ьо, Сщ, &,·(*.) — комплексні числа, z — комплексна змінна. Якщо ащ  Є

Рг*(я,0), я > 0, то = у/їїщ  задовольняє співвідношення | Іш(с,(^)| < — ^---, г(/с) Є /.

Таким чином з теореми 3 випливає наслідок.

Наслідок 2.2. Нехай елементи ГДД (29) задовольняють умови |Іш(с,-т)| < — ,Я

|cf(fc) I <  M , Im(b,(fc)) >  b, де і(к) Є /,я  >  0, Μ  >  0, b € R , Im (b0) >  Ь. Тоді дріб (29) 

рівномірно збігається до голоморфної функції комплексної змінної z на кожному ком­

пакті півплощини lm  (z) > a —b.
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В с т у п

Нехай G — скінченно породжена група зі скінченною системою твірних S. Одним 

із центральних об'єктів дослідження в геометричній теорії груп є функція росту гру­

пи 7 g(” )/ яка обчислює кількість елементів групи в кулі радіуса п з центром в одиниці 

в графі Келі групи T(G, S). Функція росту спряженості YG(n) групи G визначається як 

кількість класів спряженості, які перетинають кулю радіуса п в графі Келі. Функції ро­

сту спряженості розглядалися з 60-х років минулого століття для фундаментальних груп 

деяких класів многовидів. За останні кілька років було отримано ряд важливих загаль­

них результатів про ріст спряженості. Зокрема, відомі результати про функції росту лі­

нійних і розв'язних груп були перенесені на функції росту спряженості. Так в роботах 

[2, 9, 3] доведено, що скінченно породжені лінійні групи та скінченно породжені розв'я­

зні групи, які не є віртуально нільпотентними, мають (рівномірно) експоненційний ріст 

спряженості.

В даній роботі ми розглядаємо ріст спряженості в гіллястих групах, які були визна­

чені Р.І. Григорчуком в [6]. Цей клас груп є важливим з точки зору звичайного росту 

груп, оскільки в ньому були вперше знайдені групи проміжного росту [4], а також завдя­

ки іншим цікавим властивостях (екстремальність, скінченна ширина, періодичність то­

що, див. [5,1, 6]). Зауважимо, що гіллясті групи не можуть мати поліноміальний ріст. Це 

одразу випливає з того, що кожна гілляста група містить нетривіальний прямий добуток 

Нп для всіх п Є N , а ріст підгрупи не може бути більшим за ріст групи. Цей аргумент не 

працює для росту спряженості: підгрупа може мати більший ріст спряженості за групу 

(наприклад, можна взяти підгрупи в нескінченній скінченно породженій групі з двома 

класами спряженості, див. [10]). В роботі ми доводимо, що гіллясті групи автоморфізмів 

регулярних кореневих дерев не можуть мати поліноміальний ріст спряженості, тобто
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функція YG(n) не обмежена зверху поліномом від п. Звідси, зокрема, випливає, що гілля­

сті групи проміжного росту, наприклад такі, як група Григорчука або група ітерованих 

монодромій многочлена ζ2 + і, мають проміжний ріст спряженості. Зауважимо, що дове­

дення цього факту для групи Григорчука було наведено в [8].

1 Г іл л яст і груп и

Нехай X — скінченний алфавіт порядку |Х| > 2 . Множину всіх скінченних слів над X 

позначимо X* =  {Х\Х2 ■ ■ ■ Хп ■ *і Є Х,п Є N  U {0}}. Довжину слова v Є X* позначаємо |и|. 

Множину X* будемо ототожнювати з множиною вершин регулярного кореневого дере­

ва, в якому кожна вершина v з'єднана ребром з vx для всіх х Є X, а коренем є порожнє 

слово. Множина вершин X” утворює и-тий рівень дерева X*.

Нехай G < AutX* і v — вершина дерева X*. Стабілізатором вершини v називається 

підгрупа Stc(y) =  {g Є G : g(v) =  u}. Стабілізатором п-го рівня дерева називається 

підгрупа Stс(п) =  {# Є G : g(v) =  v для всіх v Є X ”}. Стабілізатор Stc(tt) має скінченний 

індекс в групі G, який обмежений зверху індексом

[AutX* : StAutx-(n)] =  |χ|!1+ΙχΙ+···+ΙχΙ" ·1 < d xl", (1)

де C — деяка константа, яка залежить тільки від |Х|. Жорстким стабілізатором вершини 

v називається підгрупа RiStc(p) =  {g Є G : g(u) =  и для всіх и Є X* \ иХ*}. Жорстким 

стабілізатором п-го рівня дерева називається підгрупа RiStc(n), породжена жорсткими 

стабілізаторами вершин п-го рівня. Оскільки жорсткі стабілізатори різних вершин одно­

го рівня комутують між собою, то жорсткі стабілізатори рівнів розкладаються у прямий 

добуток

RiStG(n) =  Y[ RiStG(i>).
veXn

Група G називається гіллястою, якщо вона діє транзитивно на всіх рівнях дерева і 

кожен жорсткий стабілізатор рівня RiStc(rc) має скінченний індекс в G.

Визначимо вкладення ψ : П*єх AutX* —> AutX*, яке переводить набір автоморфіз­

мів (gx)xex У автоморфізм, який стабілізує вершини з X і діє на піддереві хХ* так само, 

як gx діє на X*. Група G називається регулярно гіллястою над своєю підгрупою Н, якщо G 

діє транзитивно на всіх рівнях дерева, підгрупа Н  має скінченний індекс в G і ψ(Π*εχ Н) 

є підгрупою скінченного індексу в Н.

Кожен автоморфізм g Є AutX* індукує відображення vX —> g(v)X для довільної вер­

шини v Є X*. Скорочуючи префікси v і g{v), ми отримуємо підстановку на множині X, 

яка називається вершинною підстановкою автоморфізма g в вершині v. Кожен автомор­

фізм однозначно визначається набором вершинних підстановок у всіх вершинах дерева.

2 Резул ьтати

Функція росту спряженості групи залежить від вибору системи твірних. Для того, 

щоб позбутися цієї залежності вводять відношення еквівалентності на таких функці­

ях. Для функцій / , g : N  —» N  кажуть, що /  =$ g, якщо існує така константа С, що 

/(n ) < Cg(Cn) + С для всіх п. Функції f i g  називаються еквівалентними (мають однако­

вий ріст), ЯК Щ О /  =$ g І g =4 / . Функції росту спряженості для різних скінченних систем
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твірних групи є еквівалентними. Кажуть, що група має поліноміальний ріст спряженості, 

якщо існує такий поліном Р(н), що 7 cG(n) ^  Р(п). Зауважимо, що якщо звичайна фун­

кція росту 7 с(и) має поліноміальний ріст, то 7g(«) ~ для деякого цілого т  Є N . Для 

функцій росту спряженості ця властивість не виконується, більш того, скінченно поро­

джена група може мати довільну функцію спряженості з природніми обмеженнями (див.

[10]).

Теорема 1. Скінченно породжена гілляста група не може мати поліноміальний ріст спря­

женості.

Аоведення. Нехай G — скінченно породжена гілляста група автоморфізмів дерева X*. 

Спочатку ми доведемо, що функція росту спряженості 7 cG(n) не обмежена зверху функ­

цією na для деякого Оі > 0. При побудові елементів з різних класів спряженості ми будемо 

використовувати наступне спостереження. Якщо автоморфізм g стабілізує n-тий рівень 

дерева і має І нетривіальних вершинних підстановок у вершинах п-го рівня, то і будь- 

який автоморфізм спряжений з g в усій групі автоморфізмів належить стабілізатору п- 

го рівня і має І нетривіальних вершинних підстановок у вершинах n-го рівня. Зокрема, 

автоморфізми зі стабілізатора Stg ( ^ ) ,  я к і  мають різну кількість нетривіальних вершин­

них підставок у вершинах з X”, не є спряженими. Більш того, образи таких елементів в 

факторгрупі G / Stс(и + 1) належать різним класам спряженості. Це дає можливість ви­

брати елементи так, що їх довжина буде обмежена індексом підгрупи Stс(п + 1).

Нехай С =  С(Х) — константа з нерівності (1). Виберемо m Є N  таке, що |X|m > С. 

Зауважимо, що оскільки група G діє транзитивно на рівнях дерева X*, то якщо жорс­

ткий стабілізатор RiStg (у) вершини ν діє нетривіально на множині вершин νΧ, то і для 

кожної вершини u Є χΙϋ жорсткий стабілізатор RiStc(w) діє нетривіально на множи­

ні вершин иХ. Оскільки всі жорсткі стабілізатори нетривіальні, то існує така зростаюча 

послідовність {«*;}*:>і/ ЩО жорсткий стабілізатор кожної вершини и Є ХПк+т діє нетри­

віально на иХ для всіх к > 1. Зафіксуємо довільну вершину ν Є ХПк. Тоді для кожно­

го і =  1 ,..., |Х|т існує елемент gi Є RiStc(y) такий, що gj стабілізує всі вершини vXm 

І серед вершин vXm Існує ТОЧНО І вершин, В ЯКИХ вершинні підстановки елемента gi є 

нетривіальними. Тоді елементи gi належать різним класам спряженості групи G. Більш 

того, образи #г в факторгрупі G / S t c ^  + т  + 1) представляють різні класи спряженості. 

Аналогічно будуємо \Х\т елементів з жорстких стабілізаторів для кожної вершини з Xй*. 

Утворимо (\Х\тУх\Пк елементів групи як добутки побудованих елементів, де в кожному 

добутку береться по одному з \Х\т елементів для всіх вершин з |Х|П*. Не всі ці елементи 

представляють різні класи спряженості групи G. Кожен з побудованих елементів може 

бути спряжений не більше ніж з [G : Stc(nfe)] інших елементів. Це випливає з того, що 

всі побудовані елементи належать стабілізатору щ-го рівня, а елементи gi є попарно не- 

спряженими для кожної вершини ttfc-ro рівня. Враховуючи оцінку (1) ми отримаємо d ^ ”k 

елементів групи для d = > 1, які не є спряженими в групі. Крім того, їх образи пред­

ставляють неспряжені елементи в факторгрупі G / БЬсІЩ + т  + 1). Враховуючи оцінку 

на індекс підгрупи S t + т  + 1), можна вибрати представники цих образів довжини 

< C№ +m+1. Хаким чином, ми побудували dlxl"fc попарно неспряжених елементів групи G 

ДОВЖ ИНИ < СІХ|П*+т+1, де ttfc —»■ оо. Звідси випливає, що функція росту спряженості групи 

G не обмежується зверху функцією пК з параметром а =  X[i+f fogC > 0. Наше тверджен­

ня доведено.

Зауважимо, що аналогічні міркування працюють для жорсткого стабілізатора 

RiStG(p) кожної вершини дерева ν, причому з тим самим параметром ос, оскільки він за­

лежав лише від потужності алфавіту.

Жорсткий стабілізатор k-το рівня RiStc(A:) має скінченний індекс в групі. Можна ви­

користати лему 1 з [9], яка стверджує, що для скінченно породженої групи G та її підгру­

пи Н скінченного індексу виконується оцінка 7 сн (п) =<! ycG(n). Отже, справедлива оцінка 

7RiStG(ic)(n) ^  7 с(п)· Крім того, RiStG(k) є прямим добутком \Х\к жорстких стабілізаторів 

вершин k-το рівня. Класи спряженості прямого добутку груп є добутком класів спряже­

ності. Звідси випливає, що функція ycG (я) не обмежується зверху функцією «аІХІ . Оскіль­

ки к може бути як завгодно великим, то функція росту спряженості групи G не обмежена 

зверху поліномом. □

Одразу з означення випливає, що функція росту спряженості обмежена зверху фун­

кцією росту групи. Оскільки багато відомих груп проміжного росту, такі як група Гри­

горчука, або група ітерованих монодромій многочлена ζ2 + і, є гіллястими, то з теореми 

випливає, що всі такі групи мають проміжний ріст спряженості. Для регулярно гіллястих 

груп можна дати оцінку знизу на функцію росту спряженості (див. [8, теорема 2.2]).

Твердження 2.1 . Нехай G — скінченно породжена регулярно гілляста група. Існує така 

константа 0 < а < 1, що еп =<! 7 cG(n).

Аоведення. Регулярно гілляста група G містить підгрупу Н скінченного індексу, яка в 

свою чергу містить підгрупу скінченно індексу ізоморфну Нт для т  =  IXІ > 2. Класи 

спряженості прямого добутку груп є добутком класів спряженості. Звідси маємо

Ь сн (п )Г ^ 1 снт(п )4  7сн (п).

Крім того, Н МІСТИТЬ Ір іП х є Х  Н )  як підгрупу скінченного індексу. Використовуючи цю 

властивість, можна показати, як і в доведенні теореми 1, що підгрупа Н має нескінченно 

багато класів спряженості, тобто γΗ(η) —> оо при η —> оо. Якщо монотонно зростаюча 

функція задовольняє умову 7 т ^  7  і 7 (п) —> оо, то можна застосувати лему 2.1 з [7]: існує 

така константа а > 0, що

^  4  7 с И ·
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Вс т у п

В роботах [8, 9] встановлено непокращувані оцінки лебегових інтегральних сере­

дніх mq(r, log В), q > 1, логарифмів добутків Бляшке В в термінах лічильної функції 

п(г,0,В) (0 < г < 1 ) їх нулів і наведено необхідні, а також і достатні умови обмежено­

сті mq(r, log В) при г /*  1. Мета цієї роботи узагальнити ці результати на пару функцій 

F =  g + ig, де g — потенціал Ґріна, a g — функція спряжена до g. У цьому розділі наве­

демо необхідні означення та допоміжні твердження.

В роботі [7] введено поняття функції й, спряженої до субгармонійної функції и в 

зірковій відносно початку координат області, встановлено зображення та вивчено деякі 

властивості таких функцій, зокрема, показано, що у вішадку коли и — log |/|, /  — голо- 

морфна, спряжена до неї функція й є деякою гілкою Arg /.

При z Є €, я ^ 0, ί > 1, покладемо

ί(ζ,α) =  <
f  ( ζ - а) 1άζ, z Φ ta; 
ο

loe 1-- + Ζ7Γ, z =  ta.
a

Нагадаємо, що множину G C C називають зірковою множиною відносно початку ко-
О

ординат, якщо разом з точкою z вона містить відрізок [0; ζ]. Через Е позначатимемо вну­

трішність множини Е.

Нехай и — субгармонійна в області G функція, ц[и] — її міра Pica, 0 І  supp^[u], де 

suppц[и\ — носій цієї міри. За теоремою Pica про зображення (див., наприклад, [6, с. 123])

(с) Васильків Я.В. , Кравець М.Я., 2013

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


для довільної компактної підмножини K C G з непорожньою внутрішністю К і для до-
О

вільної точки ζ Є К виконується

u(z) =  hK(z) + log 1 - - <ІЦа[и],
J  tt
K

де функція hic гармонійна в К.

Означення 1 ([7]). Нехай G — зіркова область вС,и — субгармонійна в G функція, u (0) =  

0,0 £ supp ц[и]. Спряжена функція й дои в G визначається співвідношенням

U(z) = h K(z) + J  Im (/(z,a)) άμα [w] 

к
О ^

де К — компактна підмножина в G із зірковою внутрішністю K, — гармонійно спря-
О

жена а о Ьк в К функція, Як (0) =  0.

Нехай D r =  {z Є C : \z\ < R}, D r  =  {z Є C : |z| < R}, 0 < R < +oo. Нехай також 

u(z) — субгармонійна в D r функція, гармонійна в деякому околі точки z =  0, м(0) =  

0; й(z) — спряжена функція до u(z); F(z) =  u(z) Η- ζ й(ζ), ζ Є D r . Покладемо (k Є 

Z , |z| =  r > 0)

* n(t, u)
nk(r/U) = J  άμα[η], n(r,u) = n0(r,u), N(r,u) = J

M <r  o

dt.

Нехай μ — невід'ємна борелева міра в D  така, що 0 І. supp μ і f  (1 — |я|) άμα < +οο. Через
D

G»(z) позначатимемо потенціал Ґріна міри μ (див., наприклад, [5, с. 518]):

(z) =  J  log

D

a — z

1 — яг
άμα, ζ є  D.

Нагадаємо, що G„ (z) є субгармонійною в D  функцією. Якщо ж μ =  Σ δα., де δα —
je N

міра Дірака, зосереджена в точці я, то Gμ =  log |Б|, де В — добуток Бляшке з нулями 

Ζ(β) =  {яу}. Покладемо g(z) =  Gh(z) — G^(0). Нехай ζ Є D . Покладемо

ρμ(ζ) =  / ' 1 у  ί  Ρ  ( ζ / ί Λ )  ^й/
* Vo t J\a\<t V M /

4 μ ( ζ )= [  y /  P  (^-r,tz\ άμα + ί  у /  Ρ  ^ e'
* 7ο ί 7|e|<t \Μ /  7|ζ| t J\a\<t \ \α\ )

(
w -f- ζ\
—— - 1 — ядро Пуассона.

Для функції f(ete) Є L1 [0;2π] через f(e ie) =  (Η  * f)(e te) позначатимемо згортку пе­

ріодичного розподілу Гільберта Н =  —і Σ sign(/c)e'^, tp Є [0; 27г], з функцією /  (див.,
ke Z

наприклад, [2, т. 2, с. 103]), де sign х =  -рг, при χ ψ 0 і sign 0 =  0. Тобто
1*1

2π

с„(/) = -і s ig n e t/ ) ,  де ck(f) = ^  J  f(ew)e-,ui ІЄ, ке Ж.

Лема 1 ([7, 6]). Нехай F =  g + ig. Тоді для кожного фіксованого r Є (0; 1)

F(re“>) =  g(reie) + i(g(re») - p„(re‘e)) =  g(re“ ) - £ (? „ (« " )+ ? /·(« " ) )  

для майже всіх Θ Є [0; 2zr].

У розділі 2 істотно використовуються такі теореми. Нехай q і q' спряжені числа, тобто 

1 /q + 1 /q ' =  1 .

~ я2
Теорема 1 ([4]). Якщо q Є (1;+оо), /  є V*[0,2π], то \\f\\q < C \\f\\q, де С — деяка 

додатна стала.

Теорема 2 ([3]). Нехай G^(z) — потенціал Тріна. Тоді для довільного q Є [1; -f оо) існує 

така стала С\ (q), що

(1 - r )x/4 mq(r,G¥) < C\(q) J  Пу - ~ dt, 0 < r < 1 .

1 ІНТЕГРАЛЬНІ СЕРЕДНІ W i(r ,F ).

Зростання інтегрального середнього m\(r,F) описується такою теоремою. 

Теорема 3. 1°. Для всіх r Є (0; 1) правильна нерівність

т і( г , р ) < і / і о 8 гІ 7 ^ л  + з / ^ л

2°. Умова
і

/  і08 їУ 7 п(* '£ )^  < +°° (!)
о

достатня для виконання співвідношення

sup гп\ (r,F) < -boo. (2)
0<г<1

3°. Нехай додатня борелева міра μ зосереджена на одному промені. Тоді умова (1) є 

необхідною і достатньою для виконання (2).

4°. Існує потенціал Тріна GF такий, що функція m.\(r, F) необмежена на (0;1).

Ловедення. 1°. Нехай g(z) =  Gμ(z) — Gμ(0). Тоді

r 1

m (r,g ) < m x(r,GF) + J  log -Дт άμα < J  n{t,g) j  + J  n(t,g) j  < 2 N (l,g ). (3)

D 0 0

Нерівність m i(r,F) < m^(r,g) + \ηΐ\(τ,̂ μ) + (r, ρμ), 0 < r < 1, виконується з огляду

на зображення функції F (див. лему 1).

На підставі того (див. [4, с. 107,112]), що

,-ίθ^-ίφ\_ 2rf sin(0 — φ)
P{re~ , te~,tp) =

r2 — 2ricos(0 — φ) + t2'



одержимо

щ(r'^) = h l ^ (ге>в) 11ів s L· І ”j t1‘dt/
о

і

+ ί2
(4)

= 1  / lo g l+ i . ї М Д =  1  h  og l± ^  . ^ M l d x  <  i  / lo gTA -  ■ ^  л ,
7T J h r - t  t n i  b l- x  X тс J 1 - X X

0 0 
для 0 < r < 1. Аналогічно маємо

2π /  1

М ' . ь )  =  ^ j s I  'iiT l d , + J ' 0z tr 1r !1¥ 1 λ

dt 
r t

1

1 1
< 2 / i og l ± i . n i M ) & < 2 / io g j -  η± ι ή άχ.
- J b 1 - х  x - J b 1 - х  x

sir

Підставивши (6) та (7) в (5) одержимо

і

т  (r,qv) < ^ j  logj~T7 dt, 0 < r < 1 .

o

41og2^ } n ( t ,g )dt

t

(5)

0 \0 Г

для 0 < r < 1. Оцінюючи праву частину нерівності (5) насамперед зауважимо, що

1°8 - 1ο8 - loS f T 7 ' * > °' r < L (6)

Y t “h Y 1 “t~ t
Крім ТОГО, ОСКІЛЬКИ — < X при \/r < x < 1 і ----< --- - при у/г < t < 1, то

r x г t — r 1 — t

1 t + r n(t,g) _  f  t + r n(t,g) f  t_ + r_ n{t,g)

=  / l ogi (7) 
J ° 1 - х  x J t - r t
Vr Vr

(8)

Тоді враховуючи (4), (5), (8) та (3) маємо

m i(r, f ) 4 / log_ l _ . n M d f+ ( 2 + l ^ ) /

о о

) ' - ¥ « ■  
о о

що завершує доведення пункту 1°.
2°. Твердження цього пункту безпосередньо випливає зі співвідношень (1) та (2).

3°. З огляду на попередній пункт потрібно довести лише імплікацію (3)=Ц2). Не змен­

шуючи загальності, вважатимемо, що міра μ зосереджена на додатному промені. Тоді 

маємо
2тг

Mr'¥)-L·!^ (ге‘в̂+ (геιθ̂\άθ' °<r<і- w

З означення функції ρμ (ζ) та ημ (ζ) одержуємо

2π 2π 1
2rt sin t n(t,g)

0 0
2rt cos t + t2r2 t

dt

+ Iw~-
2rt sin Θ n(t,g)

2rt cos Θ + t2 t 

2rt sin Θ

dt +!w~-
2rt sin Θ

dt

n(t,g)

0 0
2rt cos Θ + t2 t

dt

_____________” (*/g)
2rt cos Θ + t2 t

r + t n(t,g )

= ^ / lo8r — t t

0 < r < 1. Оскільки

log —  > log J- І і > log — , 
r — t - h l - t  - Ь 1 - t

0 < t < r < 1,

άθ (10) 

dt,

(H)

то враховуючи нерівності (10) та (9), зі співвідношень (11) маємо

sup rri\ (r, F) > ^ ~ [  log т~—і П^'.8  ̂dt, (12)
0<г<1 §

що завершує доведення пункту 3°.

4°. Нехай міра μ зосереджена на додатному промені така, що

log-2 — < n(r,g) < log_“ —і —,
1 — r 1 — r 1 — r 1 — r

де 1 < α < 2, Q , Сг — деякі додатні сталі. Умова f  (1 — |я|) άμα < +оо рівносильна до
D

умови

1
J  n(t,g)dt < +00, 0 < го =  inf{r > 0 : s u p p ^ n D r φ 0 }.

го
Оскільки

J  n(t,g) dt < C 2j  Y^~t log й Y ^ jd t  =  C2 J  ^  < +00,

ro ro bo

де bo =  — log(l — ro), то потенціал існує. Крім того

j  l°81^7 *  > Cl}  'og-1 r b  1^7 = Cl /  % = +“ ·
*■0 ro bo

Тоді, враховуючи співвідношення (12), одержуємо sup m.\(r, F) =  +оо.
0<г<1

Зауважимо, що умова (1) рівносильна до умови О. Фростмана

J (1 - |я|) log άμα < +оо.

□

(13)
D

У цьому неважко переконатися, записавши ліву частину нерівності (13) за допомогою 

інтеграла Стілтьєса, інтегруючи частинами та враховуючи нерівності

1

(1 - τ) ιο ξ γ —^ η(τ>8) < Ι ι° 8 γ —ι η(ΐ’8 )άί =  ο(1), r / Ч ,



Г

(! < / ( !  “ О log YZ~t dn(t>g) = 0(1)/ ' / Ί ·

2 ІНТЕГРАЛЬНІ СЕРЕДНІ mq(r,F) (q > 1).

Поведінку q-тих лебегових інтегральних середніх mq[r,F) (1 < q < +оо) функції F =  

g + ig описує наступна теорема.

Теорема 4. 10. Для довільного q Є (1 ;+ оо) знайдеться така стала М\ (q) > О,щоприг /* 1 

виконується нерівність

2°. Нехай ϋ μ(ζ) — потенціал Ґріна, міра μ якого зосереджена на скінченній системі k 

радіальних променів. Тоді для довільного q Є (1;+оо) знайдеться така стала M 2(q) > О, 

що при r /  1 виконується нерівність

M2(q) І n(t,g)

(i -

o

3°. Нехай Ομ(ζ) — потенціал Ґріна, міра μ якого зосереджена на скінченній системі 

радіальних променів, 1 < q < +оо. Тоді умова

}7Щ П Л <+00 
J ( i - t W
0

є необхідною і достатньою для обмеженості функції mq(r, F) при r /~ 1.

4°. Нехай 1 < q < +оо і

n (r/£) =  0((1 -r)~ 1/4(r)), r / Ч , (14)

деі(г) — деяка додатна на (0; 1 ) функція така, що

1

/ (1  - ty 'W d t  < +00, (15)

о

M q ( r ,F )  =  0 (1), r / Ί .  (16)

Навпаки, нехай для потенціалу Ґріна G^(z), міра μ якого зосереджена на скінченній си­

стемі радіальних променів, виконується (16), 1 < q < +оо. Тоді знайдеться така додатна 

функціяі(t) =  lq{t), що lim ^/(f) =  0 і виконується співвідношення (15) та (14).

5°. Нехайn(r,g) =  0((1 — г)_а), r /* 1, 0 < а < «о-

а) Якщо Kq < 1 /д, 1 < < +оо, то виконується (16).

б) Якщо ж осо > 1/q, 1 < q < +оо, то існує потенціал Ґріна Ωμ, для якого виконується

1

J  n(t,g )(l — dt < +оо (17)

о

і lim  ma(r,F) =  + оо. 
r-y 1-0 ^

Аоведення. 1°. Нехай g(z) =  G^(z) — G^(0), z =  re10, я =  \a\ elcp. З огляду на лему 1 та 

нерівність Мінковського, для довільних q Є (1; +оо) та r Є (0; 1) отримуємо

mq(r,F) < mq(r,g) + mq(r,g) + τηη(ν,ρμ). (18)

З огляду на теорему 1, маємо mq(r,g) + τηη(ν,ρμ) < M(q)(mq(r,g) + τηη{τ,ρμ)), а звідси, 

з урахуванням теореми 2 та (18) для всіх 0 < r < 1 знаходимо

mq(r,F) <C i(q)(l + M(q))
I___  f n(t,g) . [n(t,g)
r)W J t J(1 - r ) 1̂

' U

2Ci(<y)(l + Mfa)) }n (f,g )

(19)

dt.

Г

деМ і(^) =  Ci(i/)(1 + M(q)).

Для оцінки останнього доданку в правій частині нерівності (19) двічі застосуємо інте­

гральну нерівність Мінковського (див. [З, с. 24]) і зробимо заміну змінної t =  гт. Отриму-

/  2п( ^

άθm,,(r,pH)< J  j  f  j  V(r,tel{~e ψ))άμα
0 \ 0 \|e|<f 

r (  2π

* f * f  І М  »

/
vq

0 \a\<t

11 f  2n \ 1/(?

=  / T  /  , 1 < q < +00.

0 \а\<гт \ 0 /

Зауважимо, що внутрішній інтеграл в останній нерівності не залежить від φ. Тому при
1 1

1 < q < +00, — + — =  1, 0 < f < l ,  враховуючи нерівність

2тг 1/9

2L /  ( v a . t n ) 4 dx) < (  max

W

dx

l + t\1/q' 21/‘?/ 
1 -t

<
( l- f ) W '

знаходимо

< 21/t?' J  щ  dt' 0 < r < l ,

що разом з нерівністю (19) дає

mq(r,F) < М\(q) ^ (1 _\)1/ql J
де M i (q) — деяка додатна стала.



2°. Нехай g(z) =  Gh(z) - GH(0), ζ =  re10. Нагадаємо, що за лемою 1 F =  g + ig =  

g + i(g — Ρμ)· Тоді, враховуючи нерівність Мінковського, одержимо

і(Г/ Ρμ) =™q(r,i(g - Ρμ) + g - g - ig)

<mq(r,g + ig )+ mq(r,F), 1 <  q <  +oo, 0 <  r <  1. 

Згідно з теоремою 1, маємо mq(r,g) < M(q) rtlq(r,g), 0 < r < 1, і тому

mq(r,g + ig) < (1 + M(q))mq(r,g) < (1 + M(q))mq(r,F), 

оскільки mq(r,g) < mq(r, F). Тоді підставивши (21) в (20), одержимо

mq(r,pF) < M3(q)mq(r,F), 0 < r < 1,

де M3(q) =  2 + M(q).

(20)

(21)

(22)

Отже, нам залишилося дати оцінку знизу при r /  1 функцій mq(r, ρμ), 1 < q < +оо. 

Нехай борелева міра μ > 0 зосереджена на скінченній системі к променів {tel<pi}k-=1,

0 < ψι < ■ ■ ■ < (рк < 2тг, 0 < t < 1, rij(r) =  μ({1ειφί}), 0 < t < r < 1 .

Очевидно, що Σ rij(r) =  n(r,g). У цьому випадку функція ρμ(ζ) набуде вигляду
І=1

ρ Λ ζ ) =  Σ  ї  ^ ψ - П ь  te'{e ψ)) dt' z =  
j= 1 J

Позначимо

L(rew) =

0

nr

M (q')k(nr2 + 4) J

k } S/ l  + p re '^- ^ )

re'0.

W '

1 -

dp.

1 +z
Добре відомо [3, c. 118], що функція F(z) =  -— -, ζ Є D , належить до просторів Гарді 

Н а(Ю), 0 < а < 1 , і

2тг

I  \F(preix)\adx < М4(а)|Г(0)Г =  М4(«),

. п а ,
де М4(а) =  l/cos( — ). Окрім того, функція |F(z)|“, 0 < а < 1, субгармонійна. Тому 

[див. З, с. 72]

2тг

J  \F{preix)\aV(r,teix)dx > \F(pt)\« > (1 -pt)~a, t > 0, p < r. (23) 

o
Застосувавши теорему 1 до функції L(z), а також, врахувавши нерівність Мінковського 

та нерівності

271

знаходимо

1 f 1 + prelx 2 2 f  2
/ -- —— dx < Ц —  log  --------------------- , / log  ---- dp <
J 1 — prelx n 1 — pr J 1 — pr

271 і(в-9і) 4 1/1?'1 + pre

1 - ргег'(0- ^
άθ

<
пг

7ГГ2 + 4  7 Vі  ' 7Г 1 -  ргУ 7ГГ2 + 4
о \ 0

Тому, з урахуванням нерівності Гельдера, для всіх 1 < q < +оо, 0 < r < 1, одержуємо

2п |

< mq{r,ρ μ)ηιηι(τ,L) < mq(r,pH). (24)

2π

±  J  άθ

Далі, враховуючи [1, с. 225]

2п

( /V е)) ~ = ^ J  f(e,x)dx-f(e«)

та нерівність (22) одержимо

Αθ’ Ш
-L(reW) > щ ц ,щ пг 2+4) [ L j

1 + р г е ^ - ^

1 -  р г е ^ - ^
dp — λτΜ4 ( — (25)

Тоді, з огляду на співвідношення дуальності [4, с. 117] зі співвідношень (24), (25) та (23) 

випливає, що

2тг

т /

0

ПГ

M(q,)k(nr2 + 4)

£ £  ί ψ « ί < ρ ]
j=1 ν=1 ο ο ο

1 + рге«(»-^)

1 — р г е ^

W

V (r ,te ^ - ^ )^ -  -krM A( lj)  j  Щ ^ -dt
2 n  q J  t

>
nr

M (q')k(nr2 + 4) ^7 t
d£

Зауважимо, що

r f

[ __________ > _____
J  (1 - otV'4' ~ J  (1 -

dp
>

t

(1 - p i)17·?' - 7 (1 - p ty /я' - (2(1 - f ) )W

/ = ¥ * - » ( / (1 - ί ) 1/ί?
7dM , r / 1,

7ГГ 1

7tr2 + 4 > 5

(26)

(27)

(28)

при 2 < r < 1.

Співвідношення (26)-(28) разом з (22) дають

м ^  -  20MWY+W - 1/‘> + 1/‘>' = 1·

3°. Твердження цього пункту негайно випливає з тверджень пунктів 1° та 2° цієї тео­

реми.



4°. Співвідношення (16) легко випливає з твердження пункту 1° цієї теореми, співвід­

ношень (14), (15) та

( i- i ) - ,/ '',« (f,? ) =  o ( ( i- i) - 1/(/)), f / 1 .

Навпаки, нехай виконується співвідношення (16). Спочатку зауважимо, що

і

У n(t,g)dt = У (1 — \α\)άμα < +оо.

D

Тому для всіх г е  (0; 1) маємо

1

n (r ,g )(l- r ) < J  n{t,g)dt,

або

тобто

1

n(r>g)( 1 - r)1/q ^  (1 _  r)~W  J  n(t,g)dt := l(r), 1/q + 1/q' =  1,

n(r,g) < (1 - гГ '/Щ г ). (29)

Враховуючи (29), необхідне твердження буде встановлено, якщо ми покажемо, що 

lim /(r) =  0 і функція 1(г) задовольняє умову (15). Справді, з умови (17) випливає, що
г—>1

1

п(г/£)(1 - r)1/<? < i/-1 J  и(*/&)(1 “  t)~1/q'dt -> 0, r / Ч .

Тоді, застосовуючи правило Лопіталя, одержимо

1

lim /(r) =  lim (l - r) 1/<?/ ί  n(t,g)dt =  q' lim n(r,g )(l - r)1/l? =  0.
r—>1 r—>1 J r—>1

Далі, інтегруючи частинами, дістаємо

1
i - - - 1 fn (r,g )dT

J T̂~tdt = І (îTyi+W* /(
0 0 |_0 o

1

<q' f  n(t'g)(i-t)~1/q,dt,
0

що разом з (17) дає (15).

5°. Твердження а) негайно випливає з твердження пункту 4° при /(г) =  (1 — г)1/<?-а°. 

Для доведення твердження б) досить взяти такий потенціал Ґріна G^, міра μ якого зосе­

реджена на скінченній системі радіальних променів, що

Сі(1 — г)_1/<? < n(r,g) < С2(1 — г)~и, 1 <  q <  +оо, г / Ч ,

де Сі, Сг — деякі додатні сталі, та врахувати твердження пункту 2° цієї теореми. □
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Установлено неулучшаемьіе оценки q-тьіх (1 < q < +оо) интегральньїх средних Лебега 

парьі функций F = g + і$, где g — потенциал Грина, а g — функция, сопряженная к g. Они 

обобщают соответственньїе результати Я.В. Василькива и А.А. Кондратюка для логарифмов 

log В произведений Бляшке В в терминах счетной функции п(г, 0, В) (0 < r < 1) их ну лей.
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We consider a convolution type equation in a semi-strip for the functions belonging to the Hardy- 

Smirnov space. Estimations of solutions are obtained in terms of analytic continuation.

Key words and phrases: weighted Hardy space, convolution equation, outer function, cyclic func­
tion.

1 Ivan Franko Pedagogical University, Drohobych, Ukraine

2 Ivan Franko National University, Lviv, Ukraine 

E-mail: d i ln y і @ukr . net (Dilnyi V.M.)

I n t r o d u c t io n

For p Є [l;oo) the Hardy space H p(C+) consists of analytic functions on the half-plane 

C+ =  {z : Rez > 0} such that

+00 - l/p

< + 00.:= sup ί  f  \f(x + iy)\pdy
x>0 K J

A function /  Є H p(C+) has almost everywhere (a.e.) on Ж  angular boundary values f(iy ) 

and f{iy) Є LP(—oo; +oo). Each Hp(C+), 1 <  p <  +oo, is a Banach space with respect to the 

above norm. Previous and other properties of this space are presented in [10].

The following classical result (see [11,12]) about convolution equation on the ray has many

important and elegant applications for the spectral theory of linear operators (see [3, 4,7]).
o

Theorem A. If q Є L2(—oo;0) and Q(z) =  f  q(t)etz dt, then the following statements are
—  OO

equivalent:

1) the equation
o

\p(t + x)q[t) dt =  0, τ < 0, (1)
/

has a nontrivial solution tp Є І^ (—°°; 0);

2) the system {Q(z)eTZ : r  < 0} is not complete in H2(C+);

3) Q is not outer function for H2(C+).

A function Q Є H2(C+) is called an outer function for H2(C+) if Q(z) Ф 0 for all z Є C+,

Gin =
χ—>+°° X

(c) Vynnytskyi B.V., Dilnyi V.M., 2013

and singular boundary function of Q is a constant.

The necessary part of Theorem A is based on the following result.
o

Theorem B. Suppose q Є L2(—oo;0), Q(z) =  f  q(t)etz dt. Function ψ Є L2(—oo;0)isa
—  OO

solution of equation (1) if and only if the function Q(iy)Y(iy), у Є R , is the angular boundary
o

function on Ж  of some function P Є H 1(C+), where Y (z) =  f  ip(t)e~tz dt.
—  OO

For a generalization of the above results we introduce some spaces. Let H%(C+), σ > 0,

1 < p < +00, be the space of analytic functions on C+ satisfying

+  CO

:= sup j [  \f(rei<p)\pe~pr(T\sin,p\ dr

+°° - l / p

<  +oo.

j «P < j  1 J0 J

A.M. Sedletskii proved (see [8]) the equality Hq(C+) =  H P(C+). A function /  Є Н£(C+) 

has a.e. on Ж angular boundary values f(iy ) and f(iy)e~a \̂ є Lp( — oo; +oo). Each H^(C+),

1 < p < +oo, is a Banach space with respect to the above norm. Previous and other properties 

of these spaces are presented in [14]. The singular boundary function ft of G Є н £(C+) is 

defined up to an additive constant and to the values in points of continuity by equality

12 <2

h(t2) ~ h(ti) =  lim [ In|G(x + iy)\dy — f  \n\G(iy)\dy.
*->o+ j  j

h h

Let ΕΡ[Όσ] and Εξ[Όσ],1 < p < +00, σ > 0, be the spaces of analytic functions /  in the 

domains Όσ =  {z : |Imz| < σ, Rez < 0} and D* =  C\DC respectively, satisfying

sup | /  l/(z)lp ldzl}

l / p

<  + 0°,

where the supremum is over all segments 7  lying in Da and D* respectively. The spaces Ep [Da] 

and E* [Dp-] have been studied in [2]. Functions /  belonging to these spaces have a.e. on dDa 

angular boundary values /(z) and /  є Lp[dDa]. The paper [2] covers the following analogue 

of equation (1)

f  f{w + T)g(w) dw =  0, τ <  0, g Є El[Do]. (2)

dDc

In [6, 9,13] the following analogue of Theorem A is obtained.

Theorem C. Let g Є Ε2[Οσ]. Then the following conditions are equivalent:

1) equation (2) has a nontrivial solution f  Є Ε2[Όσ};

2) G is not cyclic in H 2(C+), i.e. the system {G(z)eTZ : τ < 0} is not complete in H 2(C+), 

where

G(z) =  —^ =  f  g(w)e~zwdw; 
ΐ\/2π Ji\/2n 

a

3) G(z) = 0  for some z Є C+ or the singular boimdary function of G is not a constant or

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


The aim of this article is to search an analogue of Theorem B. We denote by Fj, j  Є {1; 2; 3}, 

the functions

Fj(z) =  —1=  J  f(w)e~zw dw, j Є {1; 2; 3},

where l\, /3, and l2 are the legs of dDa (the rays laying under and above of the real axis, and the 

segment [—icr; zcr] respectively) and their orientation corresponds to the positive orientation of 

Da.

1 Th e  m a in  result

Theorem 1. Let f  Є E2[Da] be a solution of equation (2). Then there exists the analytic in C+ 

function Pi such that

( +°° Ί
sup i  [ dr : φ Є (-π/2;π/2)\ (-δ;δ) \ < +00 (3)

for all δ Є (0; π /2 ) and the angular boundary values of the function Pi on Ж coincides a.e. 

with G{iy)F\ {іу)еаУ.

Proof. Let /  Є Ε2[Όσ] be a solution of equation (2) and

+гоо 0 +o°
I  f  1 1 f  1 1 f  1

S(z) =  / Ф і(ш )----dw + —  / Ф3(И7)---- dw - —  / Фг(ш)---- dw,
v ’ 2m J w - z  2m J w - z 2m J w - z

0 —loo 0

where Фу (if) =  Fj(it)G(it), j  Є {1,2,3}, f Є R. Then the function

P (7 ) =  p~icrz /  2 ^  C(0;7t/2),
U j 1 S (z)- φ 2(ζ), z єС(-тг/2;0)

is required. Since the equality

+ 100 0 + 0 0

J  f(w  + r)g(w)dw =  J  Фі (z)eTZ dz+ J  Фз(г)етг dz + J  Φ2(ζ)ετζ dz,

3 Dcr 0 -ioo 0

holds (see [2]), we have

0 +100 0 +00 .

j  e~TZi J Φ\(ζ)ετζdz + J Φ3(ζ)ετζάζ + J Ф2(г)еТ2dzj dr =  0, Rez < 0.

— 00 0 —ioo 0

But by Fubini's theorem for Rez < 0 we have

0 + 0 0  + 0 0  0 +0°dS ( \

J  e~TZ J  Ф2 (u)eTU dudx — J  Ф2(u) du J  eT(u~z'> dr — — J  2 U~ du.

- 0 0  0 0 0

Analogously,

0 +00 +00 0 0  0
Ф і(гг0 1 f  -τζ ί ,νκ ґ „ т и  1-- ■ f Ф з(^)J  e TZ J  г'Фт (iv)eTU άυάτ =  —і J  ^ ~ ~ d v , J  e TZ j  ίΦ3(ίν)βτη άνάτ =  i J  —3—

-00 0 0 — оо — оо

Therefore

+ ІОО о + 00

dv.
ζ

ί  1 1 f  1 І / - 1
0 = — / Фі(гу)----dw + -—7 / Фз(іу)-------------------------------- dw - / Ф2(гу)-dw, Rez < 0.

J w - z  2m J  w - z  2m J  w - z
0

Then we have the for Rez > 0

+ 100

I f  1 1 f  1 1 f  1
0 = - —  / Ф і(н7)— —  dw + —  / Ф3(И7)— - d v - —  / Ф2(ш)— — dw, 

2m J w + z 2m J w + z 2m J w + z
0 — ioo 0

+ioo 0 + 0 0
I  f  1 1 f  1 I f  1

0 =  —-—: / Фі(гу)----dw + —- / Ф3(к>)---- dv - — - / Ф2(и;)---- dw.
2m J v ’ w + z 2 m i  K ’ w + z 2m і  v ’ w + z

0 — ioo 0

As a consequence of the previous equalities we obtain for z =  x + iy, у φ 0,

+г’оо

0 = - - ^  [  Ф і(ш )(---—  + ? - (— ---- — ) ) d w  + ~  f  Ф з(и>)(----—
2m і \ w + z iy\w + z w + z J J  2m J \ w + z

0 — ioo
+ 0 0

+ ^  ( — --— ) ) d w - · ^  [  Ф2И  ( -------— + -  ( — ------ — 'J 'W
iy\W + Z W + z )  )  0 ^ W + Z iy\w + z w + z ) )

Hence

+ /00 0 + 0 0

S(z) =  - J  Φ ι(w)K+(w;z) dw + J  Ф3(м)К+(№^) dw - J  Ф2(iv)K+(w,z) dw,

0 — too 0

where

„ , ч —2 wx - 1 / 1  1 x (  1
K+(w;z) := —r7— — 77----Г7— = — --------- —  + —

m (w + z)(w — z)(w + z) 2m\w — z w + z iy\w + z w + z t

+ 0 0  + 0 0

Obviously, ^  f  IK+(it-,re,(p) dr =  f  — ----- ;--  ̂  ̂If f > 0, then
2 J I J (t2 — 2tr sin ω + r2 л / f2 4- 2tr sin m 4- r2

0 0 (f2 — 2tr sin ψ + r1) y/11 + 2tr sin φ + r2

+ 0 0

(f2 — 2tr sin φ + r2) y/t2 + 2tr sin φ + r2 ί (1 — 2u sin φ + w2) y ^ l + 2u sin φ + u2)

+ OO +-Ĉ

Γ |f|rcos^dr _  Γ u cos q>du

J  (t2 — 2tr sin ω + r2)\/t2 + 2tr sin ω + r2 J

If φ Є (0; π /2 ), then by inequality u < Vu2 + 1 we have

+ OO -f-00
j ' u cos φ du < j~ cos _  n  ̂  ̂ t ̂

J  (1 — 2 u sin φ + u2) ̂ /(Vb^zTsin^+M^y J  1 —2u sin φ + u2 2 8 8Ψ —



If φ Є (—π/2;0), then

+00 

/
м cos φ dw

(1 — 2u sin φ + u2) \/l + 2и sin +

+00

=  < I —
u2 J (1 + u

u cos φ du

(1 + u2) \/2u(l + sin<

w2 sin ( j  — f )  cos ( f  — f ) < f  \/Msin ( f  — f )  du
+00

=  [  r_______________

0 (l + M2)^/4ucos2 ( f  - f )  

If t < 0, then analogously

+r -v/wsin ( f  - f )  <- +f Vudu _

J  l  + u2 ~ J  1 + u2

\/udu \/2
■ π Τ ·

+oo

Iw ~ -

r cos dr

(f2 — 2tr sin φ + r2) \/f2 + 2ir sin φ + r2

+00

-I-, u cos φ du

(1 + 2u sin φ + u2) yj 1 — 2usin<p + w2
< max < 7Γ.

+00 +ІОО
This means by Fubini's theorem that f  dr f  |Φι (w)K+ (w; rel(?) | dw < c < +00 and

0 0
+00 +гоо

f  dr f  |Фз(гу)К+(гу;гег<Р)| dw < c < +oo, φ є ( — π/2; π/2 ). Also for t > 0 we have 
0 0

+00 +00
tx

+00

- / i

f  /  |K+((;re'>) 

0

ir cos φ dr

dr I |(f + z)(f — z)(t + z)\
dr

0
Hence

+00 

- / ϋ

M COS (p dr

(i2 + 2tr cos φ + r2) \/(f2 — 2ir cos 9? + r2) J (u2 + 2u cos φ + 1 ) \/(w2 — 2м cos <р + 1 )

+оо +оо

J  dr J  Ф2(ги)К+{ю;ге1<р) dw<c\<+oo, φ є (—π/2 + δ·,π/2 — δ), 

ο ο

therefore (3) is valid. Similar estimations are valid also for φ Є (π/2; 3π / 2). □

2 D is c u s s io n

Analogously we can prove the following result.

Theorem 2. Let f  Є ЕгСДт] be a solution of equation (2). Then there exists the analytic in C+

function P3 such that
( +°° >. 

sup і  J  ^ ( r e ^ l ^ ^ l d r  : <p Є (- π /2; π / 2)\(-ί;ί) \ < +00

for all δ Є (0; π/2 ) and the angular boundary values on Ж  of the function P3 coincides a.e. 

with G(iy)F3 (iy)e~<Ty.

In [5,1] we obtain the inverse, in some sense, result to Theorem 1.

Theorem D. Assume f  Є E2 [Da\. If there exists a function Pi, P\(z)e~l(IZ є  H£(C+), such 

that the angular boundary values ofP\ on iTR coincides a.e. with G(iy)F(iy), then f  is a solution 

of equation (2).

We do not know, whether the estimation (3) for the case δ =  0 is valid, i.e. Pi Є H^(C+).
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I n t r o d u c t io n

This paper is devoted to describing the structure of superextensions of cyclic semigroups. 

The thorough study of algebraic properties of superextensions of semigroups was started in 

[1, 2, 3, 4, 10], where we focused at describing of superextensions of groups, and continued 

in [5, 6], where we studied the structure of superextensions of semilattices and inverse semi­

groups.

A family T  of nonempty subsets of a set X that is closed under taking supersets and finite 

intersections is called a filter. A filter U is called an ultrafilter ifU  =  T  for any filter T  containing 

U. A family of subsets of a set X is called a linked system if intersection of any two elements is 

nonempty. A linked system M  is said to be a maximal linked system if M  =  C for any linked 

system C containing ЛІ. The family β(Χ) of all ultrafilters on a set X is called the Stone-Cech 

compactification, and the family A(X) of all maximal linked systems is well-known [11, 12] as 

the superextension of a set X.

Each map /  : X —>■ Y induces a map (see [8])

А/ : A(X) —> A(Y), \ f :M  ► (/(M ) C Y : M e M ) .

Here for a family В of nonempty subsets of a set Y by (В C Y : В Є В) we denote the family 

(В C Y : В Є В) =  {A C Y : ЗВ Є В (В С A)}. An ultrafilter ({х}), generated by a singleton 

{x}, x Є X, is called principal. We consider X C β(Χ) C A(X) if each point x Є X is identified 

with the principal ultrafilter ({*}) generated by the singleton {*}.

It was shown in [9] that any associative binary operation * : S x S - > S  can be extended to 

an associative binary operation o : A (S) xA(S) —» A(S) by the formula

C o M  =  ( { J a * M a : L e £ ,  {Ma}aeL C M )
aeL

©  Gavrylkiv V.M., 2013

for maximal linked systems C ,M  Є A(S). In this case the Stone-Cech compactification β(δ) is 

a subsemigroup of the superextension A(S).

A nonempty subset / of a semigroup (S, *) is called an ideal (resp. a right ideal, a left ideal) if 
I * S U S * I C l  (resp. I * S C I, S * І С  I). An element z of a semigroup (S, *) is called a zero 

(resp. a left zero, a right zero) in S if a*z =  z*a  =  z (resp. z* a =  z, a *z =  z) for any я Є S. It 

is clear that z Є S is a zero (resp. a left zero, a right zero) in S if and only if the singleton {z} 

is an ideal (resp. a right ideal, a left ideal) in S. An ideal / C S is called minimal if any ideal of 

S that lies in I coincides with 1. By analogy we define minimal left and minimal right ideals 

of S. The union K(S) of all minimal left (right) ideals of S coincides with the minimal ideal of 

S, see [11, theorem 2.8]. A semigroup (S, *) is said to be a right zeros semigroup if a * b =  b for 

any a, b Є S. A map φ : S —> T between semigroups (S, *) and (T,o) is called a homomorphism 

if φ(α * b) =  φ(α) o <p(b) for any a, b Є S. A homomorphism φ : S —»· I from a semigroup S 

into an ideal / C S is called a retraction if φ(α) =  a for any element a Є I. An element a of a 

semigroup S is called left cancelable (resp. right cancelable) if for any points x,y Є S the equation 

ax =  ay (resp. xa — ya) implies x =  y. This is equivalent to saying that the left (resp. right) 

shift la ·. S —> S, la : x i—» a * x, (resp. ra : S —> S, ra : x i—> x * a) is injective. A semigroup S is 

called left (right) cancellative if all elements of S are left (right) cancelable. A semigroup that is 

both left and right cancellative is said to be cancellative.

A semigroup (a) =  generated by a single element a is called cyclic. If a cyclic

semigroup is infinite, then it is isomorphic to the additive semigroup N . A finite cyclic semi­

group S =  (a) also has very simple structure (see [7]). There are positive integer num­

bers r and m called the index and the period of S such that: (i) S =  {α,α2, .. .,ят+г-1} and 

m + r — 1 =  |S|; (ii) for any i,j € ω  the equality ar+t =  ar+> holds if and only if і =  j mod m; 

(iii) Cm =  {ar, ar+l, . . . ,  am+r~l } is the minimal ideal, a cyclic and maximal subgroup of S with 

the neutral element e =  an Є Cm, where m divides ».

From now on we denote by СГіГП a finite cyclic semigroup of index r and period m, and 

maximal subgroup of Cr>m is denoted by Cm.

1 HOMOMORPHISMS, RIGHT, LEFT ZEROS AND MINIMAL (LEFT) IDEALS

Proposition 1.1. For any homomorphism φ \ S —> T between semigroups (S, *i) and (T, *2 ) 

the induced map λφ : A(S) —> A(T) is a homomorphism of the semigroups (A(S),o1) and 

(Л(Т),о2).

Proof. Given two maximal linked systems C, Л4 Є A(S) observe that 

λφ (£ ο χ Μ ) =  λφ(( [J х*гМ х : L e  C, {Mx}xeL C M ))
xeL

=  (φ( (J  * *1 M x) : L e  C, {M x}xeL C M )
xeL

=  ( U  *2 φ(Μχ) : L Є C, {Mx}xeL C M )
x€L

=  ( (J  x * 2  <p(Mx) : L Є £ , {<p(Mx)}xeq,(L) C λφ (Μ ))
xe<p(L)

=  ( cp(L) : L Є £ )  o2 (φ(Μ ) : M  Є Μ ) =  A<p(£) o2 λφ (Μ ).

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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Let us note that for a subsemigroup Γ of a semigroup S the homomorphism і : Α (Τ) —> 

A(S), і : A —» (A)s is injective, and thus we can identify the semigroup Λ(T) with the sub­

semigroup i (A (T)) C A(S).

Lemma 1.1. Lei I bean ideal of a semigroup S. If a map φ : S ^  I is a retraction, then the map 

λφ : A(S) —> λ (I) is a retraction too.

Proof. Indeed, let А  Є A (I), M. Є A(S), then А о M  =  (U  й * M„ : А Є A, A C I, 

{Мй}йЄЛ C M )  =  {[}аєА<і*Ма : А Є Л { М я}йЄА C M  U«eA я * Мй С ί) Є Α(ί). By 

analogy M o  А Є A (7), and therefore A(i) is an ideal of the semigroup A(S). li А  Є A(i), then 

λφ(Α) =  {φ(Α) : A C І, А Є A) =  (A C I : А Є A) =  {A C I : А Є A} =  Д and hence A<p 

is a retraction. □

Lemma 1 .2. Let I be an ideal of a semigroup S and a map φ : S —»· / is a retraction. The 

semigroup S has a right (left) zero if and only if  the semigroup I has a right (left) zero, and all 

right and left zeros of the semigroup S are contained in I.

Proof. Let z be a right (left) zero of the semigroup S, that is sz =  z (zs =  z) for any s Є S. 

Since φ is a homomorphism, (p(s)cp(z) =  φ(ζ) ((p(z)cp(s) =  <p(z)). Specifically for any s Є 1 

the equality cp(s) =  s holds, and then scp(z) =  <p(s)<p(z) =  φ(ζ) (<p(z)s =  <p(z)<p(s) =  φ(ζ)). 

Consequently, φ(ζ) is a right (left) zero of the semigroup I.

Let z Є ί be a right (left) zero of the semigroup I. Since I is an ideal, then for any s Є S we 

have that sz,zs Є I, and hence sz =  <p(sz) =  q>(s)(p(z) =  <p(s)z =  z (zs =  f(zs) =  <p(z)^(s) =  

z<p(s) =  z). Consequently, z is a right (left) zero of the semigroup S.

If z is a right (left) zero of the semigroup S, then z =  sz Є I (z =  zs Є I), where s Є I. 

Therefore, all right (left) zeros of the semigroup S are contained in I. □

Let e be the neutral element of the maximal subgroup Cm of a cyclic semigroup Cr,m.

Lemma 1.3. The map φ : Сг,т —» Cm, φ(χ) =  ex is a retraction and cp(x)y =  xy for any x Є Cr>m 

and у Є Cm.

Proof. Since the semigroup Cm is an ideal of the semigroup СГ/Ш, φ(χ) =  ex Є Cm. Conse­

quently, (p{xy) =  exy =  eexy =  exey =  cp(x)q>(y) for any x,y Є СГ)ГП and φ(χ) =  ex =  x for 

x Є Cm. Hence the map φ : Cr>m ~> Cm is a retraction. Further for any x Є Cr,m and у Є Сш we 

have that xy Є Cm, and therefore (p{xy) =  xy. On the other hand, (p(xy) =  cp(x)(p(y) =  (p(x)y, 

since у Є Cm· П

Combining Lemmas 1.1—1.3 we get

Proposition 1 .2. The semigroup A (Cr,m) contains a right (left) zero if and only if  its subgroup 

A(Cm) contains a right (left) zero. Each right (left) zero of k(Cr,m) belongs to A(Cm).

It was proved in [1] that the semigroup A(G) possesses a right zero if and only if the group 

G is periodic and each element of G has odd order. Since each element of a finite group G 

has odd order if and only if the group G has odd order, Proposition 1.2 implies the following 

characterization of superextensions of finite cyclic semigroups that have right zeros.

Theorem 1 . The superextension Л(СГ/Пг) of a finite cyclic semigroup СГ/ГП has a right zero if and 

only if the period m of the cyclic semigroup Cr,m is an odd number.

Proposition 1.3. The superextension of the infinite cyclic semigroup has neither right nor left 

zeros.

Proof Let (a) =  {а, a2, ... ,an ...} be the infinite cyclic semigroup and Л і Є A((a)). First ob­

serve that if (я) =  A U В is any partition of the set (a), then either А Є M. or В Є M . Indeed, if 

Α ί. Λ4, then Μ Π В Ф 0  for any M  Є Λ4, and thus the maximality of M  implies that В Є Μ . 

Consider the partition (a) =  A U B, where A =  {a, a3, . . . ,  fl2fc_1, ...} , В =  {я2, я4, . . . ,  а.2к, . . .}. 

Assume that a maximal linked system M. is a right (left) zero of the semigroup (a). Then for 

any x Є (a) we have ({x}) ο Μ  =  Μ. (M  о ({x}) =  M ), and therefore xM Є Л і (Mx Є Μ ) 

for any M  Є M . If А Є M , then В =  a A =  Aa Є Λ4, that is impossible, since А П В  =  0 . By 

analogy, if В Є Λ4, then A D aB =  Ba Є Λ4. This contradiction implies that the superexten­

sion of the infinite cyclic semigroup contains neither right nor left zeros. □

It was proved in [1] that for the semigroup A(G) has a (left) zero if and only if a group G is 

of order IG І Є {1,3,5}.

Consequently, Proposition 1.2 implies the following characterization of superextensions of 

finite cyclic semigroups that have (left) zeros.

Theorem 2. The superextension А (СГ/Пг) of a cyclic semigroup Cr,m has a (left) zero if  and only 

ifm  Є {1,3,5}.

Now we shall characterize cyclic semigroups whose superextensions have one-point mini­

mal left ideals.

If СГ/ГП is a finite cyclic semigroup of odd period m and Cm is the maximal subgroup of СГ/Ш, 

then the superextension A(Cr,m) contains a right zero, in particular the maximal linked system

C =  (A C Cm : \A\ > m/2)

is a right zero of the semigroup A(Cr,m). A maximal linked system Z  є A(Cr>m) is a right zero 

of the semigroup A(Cr,m) if and only if the one-point set {Z} is a minimal left ideal of А(СГ/ОТ). 

Taking into account that all minimal left ideals are isomorphic and the union К(А(СГгП1)) of all 

m inimal left ideals in А(СГ/Ш) coincides with the minimal ideal of Л(СГ/ГП) (see [11, Theorem 

2.8]), Theorem 1 and Proposition 1.3 imply the following theorem.

Theorem 3. A finite cyclic semigroup СГ/ГП has odd period m if  and only if all m inimal left 

ideals of the semigroup А(СГ/ГП) are singletons. In this case the minimal ideal K(A(Cr>m)) of the 

semigroup А (СГіШ) is the subsemigroup of right zeros of A (Cr,m). The infini te cyclic semigroup 

has no one-point m inimal left (right) ideals.

2 C o m m u t a t iv it y  o f  s u p e r e x t e n s io n s  o f  c y c l ic  s e m ig r o u p s

Theorem 4. A finite cyclic semigroup Cr,m =  {α,α2, .. . ,ar, . . . , am+r~l \ar+m — ar} of order 

m + r — 1 has commutative superextension if and only if

(r,m) Є {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (4,1)}.

The superextension of the infinite cyclic semigroup is not commutative.



Proof. It was proved in the paper [1] that the superextension of a group G is commutative if 

and only if |G| < 4. Since for m > 4 the superextension A(Cr<m) contains a noncommutative 

subsemigroup A(Cm), λ (Cr<m) is not commutative. So it is sufficient to consider only cyclic 

semigroups of period m < 4.

If index r — 1, then СГ/7И is a cyclic group of order m, and thus for r = 1 the semigroup 

A(Cr,m) is commutative if and only if m < 4.

If |Cr,m| Є {1,2}, then the superextension A(Cr,m) is isomorphic to the semigroup СГ;Ш/ 

and A(Cr,m) is commutative. In the case \Cr,m\ =  3 the superextension A(Cr,m) contains only 

one maximal linked system, which is not a principal ultrafilter. Since all principal ultrafilters 

commute with maximal linked systems, the superextension A(Cr,m) is commutative.

It follows that for

(r ,m ) Є {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (3,1)}

the superextension A(Cr,m) is commutative.

If r =  2, m Є {3,4}, then the product xy of any two elements x,y Є Cr>m is contained in 

the maximal subgroup Cm, and thus xy =  (p{xy) =  <p(x)<p{y), where φ : Cr,m ~> Cm is the 

retraction φ : s —>■ es. Since superextensions of groups of order 3 and 4 are commutative,

А  о В =  λφ(Α) ο λφ(Β) =  λφ(Β) ο λφ(Λ) =  В ο Λ for any Λ, В Є A(Cr,m). Consequently, 

the semigroups А(Сг,з) and А(Сг,4) are commutative.

Let r =  3. The case m =  1 was considered before.

For the semigroup Сзд =  {a, a2, a3, a4\a5 = a3} the semigroup А(Сзд) contains 12 elements: 

Uk =  <{я*}>, Δ* = (A C C3/2 : |A| =  2, ak <£ A)

□jt =  (Сзд \ {ak},A  : A C Сзд, \A\ =  2, ak Є A), where k Є {1,2,3,4}.

The following table implies the commutativity of А(Сзд):

If ш Є {3,4}, then Сз,т =  {α,α2, ... ,ат+2\ат+3 =  a3}. Consider maximal linked systems 

Л  — ({я, a2}, {a, a3}, {a2, я3}) and В =  ({α,α2}, {я,ят+1}, {я2,ят+1}). Observe that {я2,я3} = 

я{я,я2} U я2{я,яш+1} Є А о В, but {я2,я3} і  В о A. Therefore, А о В Ф В о A and the 

semigroup Сз/И is not commutative.

Let r > 4. First consider the case of the semigroup C41 =  {а,а2,а3, я41a5 — я4}. Each max­

imal linked system different from the principal ultrafilter ({я}) contains the set {я2,я3, я4}.

Since {я2, я3, я4}{я2, я3, я4} =  {я4}, the product of such maximal linked systems is the princi­

pal ultrafilter ({я4}). The fact that the principal ultrafilter ({я}) commutes with all maximal 

linked systems implies the commutativity of the semigroup А(С4д).

Put A  = ({а, а2}, {а, а3}, {а2, а3}), В =  ({я, я2}, {я,я'"+г_2}, {я2,ят+г-2}}. We have that 

{я3,я4} =  я{я2,я3} U я2{я,я2} Є В о A, but {я3,я4} І  А о В, since the equality am+r+1 = я4 
holds only if r =  4 and m =  1, which we considered before. Consequently, А о В ф В о A  and 

a semigroup \{Cr,m) for (r, m) ф (4,1 ) is not commutative.

Let (я) =  { я ,..., я”,. ..}  be the infinite cyclic semigroup. Put A  =  ({α,α2}, {α,α3}, {a2, a3}), 

B =  ({а,а2}, {а,я4}, {я2, я4}). Let us observe that {я3, я4} =  я{я2,я3} U я2{я,я2} Є В о A, but 

{я3, я4} ^ А о В. Therefore, А  о В Ф В о A and the semigroup А((я)) is not commutative. □

3 R ig h t  (left ) c a n c e l a b l e  e l e m e n t s

In this section we shall detect right (left) cancelable elements of superextensions of cyclic 

semigroups.

Proposition 3.1. The superextension A(Cr,m) has (left, right) cancelable elements if and only if 

index r of a cyclic semigroup Cr,m is equal to 1.

Proof. Let r > 1 and я be the generator of a semigroup Cr,m. Consider the map φ : Cr,m —> Cm, 

φ : x —Ї ex, where e is the neutral element of the cyclic group Cm. According to Lemma 

1.3 this map is a retraction. Since аг~1х Є Cm =  {ar,.. .ar+m~1} for any x Є СГіГП, аг~гх =  

φ(α’’~1χ) =  φ(α’’~1)φ(χ). On the other hand, since Cm is an ideal of Cr,m, cp(ar~1)x Є Cm and 

φ(αΓ~1)χ =  cp(<p(ar~1)x) =  φ(φ(αΓ~1))φ(χ) =  φ(ατ~1)φ(χ). Consequently, φ(ατ~1)χ — ar~1x 

for any x Є Cr<m.

Let M. be a maximal linked system on a semigroup СГ/Ш. Then we obtain ({яг~г}) о M  — 

(и йЄк - і}я * М я : {Ma}aeL C M ) =  (ar~lM  : M  Є Μ ) =  (φ{ατ~χ)Μ  : M  Є M ) =

({<р(яг~1)}) о M  and M  о ({яг-1}) =  ( Uаема * {βΓ_1} : M  Є M )  =  (Mar~1 : M  Є M ) = 

(Μφ(ατ~1) : M  Є M ) =  M o  ({<р(яг~1)}). Since яг_1 ф <p(ar~1), the maximal linked system 

Л4 is neither left nor right cancelable.

If r =  1, then a cyclic semigroup С\гГП = Cm is a group. Let e be the neutral element 

of the group Cm. Then ({e}) ο Μ. =  Μ. =  Μ. o ({e}) for any M  Є A(Cm), and equalities 

X  о ({e}) =  у  о ({e}), ({e}} о X  — ({e}) о У  imply that X  — У . Consequently, the principal 

ultrafilter ({e}) is a cancelable element of the semigroup A(Ci<m). □

If G is a group, then the formula

C o M  =  (\ Ja * M a :L e C ,  {M fl}fleL c  M )
aeL

implies that the product £  о M  of any two maximal linked systems C and M  is a principal 

ultrafilter if and only if both C and Λί are principal ultrafilters. Therefore, we deduce the 

following proposition.

Proposition 3.2. For a group G the set A (G) \ {({g}) : g Є G} is an ideal in A (G).

Lemma 3.1. A semigroup S is a left (right) cancellative semigroup if  and only if  all principal 

ultrafilters are left (right) cancelable elements in the superextension A(S).



Proof. If an element а Є S is not left (right) cancelable in the semigroup S, then it is clear that 

the principal ultrafilter generated by the element a is not cancelable in A(S).

Let S be a left (right) cancellative semigroup, а Є S and Л’, У Є A (S), X  φ  У, then 

X П У =  0  for some X Є X , Y Є У. Since each element of S is left (right) cancelable, then 

aX П aY =  0  (Xa П Ya =  0), and thus ({α}) о X  ф ({я}) оУ  (X  о ({я}) ф У o ({a})). Con­

sequently, the left 1^αγ} (right гцд}}) shift is injective and the principal ultrafilter ({я}) is left 

(right) cancelable. □

Proposition 3.3. An element M  Є А(С1/Ш) is left (right) cancelable if and only if M  is a prin­

cipal ultrafilter.

Proof. Since in any group, in particular in the cyclic group С\іГП, all elements are cancelable, 

according to Lemma 3.1 all principal ultrafilters are right cancelable in the superextension

Assume that some maximal linked system M. Є A (Q /m) \ {({g}) : g Є Сі/Ш} is left can­

celable. This means that the left shift їм : A (Q>m) —>· А(Сі/Ш), їм  : A  ^  Λ4 o A, is injective. 

According to Proposition 3.2, the set A(Ci/jn) \ {({g}) : g Є C\/tn} is an ideal in А(Сі/Ш). Con­

sequently, /лі (A(Cij/n)) =  M o  A(Ci/Ш) C A(Ci/m) \ {({g}) : g Є Ci,m}. Since A(Ci,m) is finite, 

l_\4 cannot be injective.

For the right cancelable elements the proof is analogous. □

Since the infinite cyclic semigroup is a cancellative semigroup, then Lemma 3.1 implies the 

following proposition.

Proposition 3.4. A ll principal ultrafilters are cancelable elements in the superextension of the 

infinite cyclic semigroup.

Proposition 3.5. LetS be the infinite cyclic semigroup and C Є A(S). A maximal linked system 

£  is right cancelable in A(S) provided for every s Є S there is a set Ls Є £  such that the family 

{s * Ls : s E S} is disjoint.

Proof. Assume that {Ls}seS C £  is a family such that {s * Ls : s Є S} is disjoint. To prove that 

C is right cancelable, take two maximal linked systems А, В Є A(S) with A o C =  В o £ . It is 

sufficient to show that A c  B. Take any set А Є A  and observe that the set \JaeA a*La belongs

io A o  C =  Bo Ц. Consequently, there is a set В Є В and a family of sets C C such

[J b* Мь C [J a* La.
beB a&A

It follows from Lb Є £  that M b П Lb is not empty for every b e B .

Since the sets a * La ib * Lb are disjoint for different a,b Є S, the inclusion

L) b * (Mb П Lb) C (J  b * M b C [ j a* La
beB beB aeA

implies В C A and hence А Є В. □
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Гаврилків B.M. Суперрозширення циклічних напівгруп / /  Карпатські математичні публікації. — 

2013. — Т.5, №1. — С. 36-43.

У статті вивчаються праві і ліві нулі, одноточкові ліві ідеали, мінімальний ідеал, скоро­

тні зліва і скоротні справа елементи суперрозширення A(S) циклічної напівтрупи S, а також 

характеризуються циклічні напівтрупи, суперрозширення яких є комутативними.

Ключові слова і фрази: циклічна напівтрупа, максимальна зчеплена система, суперрозши­

рення.

Гаврилкив В.М. Суперрасширения циклических полугрупп / /  Карпатские математические пуб- 

ликации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 36-43.

В работе изучаются правьіе и левьіе нули, одноточечньїе левьіе идеальї, минимальньїй иде- 

ал, сократимьіе слева и сократимьіе справа злементьі суперрасширения Л(S) циклической по- 

лугруппьі S, а также характеризуются циклические полугруппьі, суперрасширения которьіх 

коммутативньї.

Ключевьіе слова и фразьі: циклическая полугруппа, максимальная сцепленная система, су- 

перрасширение.
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H e t m a n  I.

THE COMPLETENESS OF A NORMED SPACE IS EQUIVALENT TO THE 

HOMOGENEITY OF ITS SPACE OF CLOSED BOUNDED CONVEX SETS

Hetman I. The completeness of a normed space is equivalent to the homogeneity of its space of closed bounded 

convex sets. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 44-46.

We prove that an infinite-dimensional normed space X is complete if and only if the space 

ВСопун(Х) of all non-empty bounded closed convex subsets of X is topologically homogeneous.
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sets.
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I n t r o d u c t io n

In this paper we shall prove that the completeness of an infinite-dimensional normed space 

X is equivalent to the topological homogeneity of its hyperspace BConvn(X) of all non-empty 

bounded closed convex sets. The space BConVff (X) is endowed with the Hausdorff metric

сін(А, В) = max { sup inf Ця — b\\, sup inf Ця — b||}, А, В Є ВСопун(Х)·
a e A beB beB aeA

Due to results of [5], [6], [2], the topological structure of the hyperspace BConv>j(X) is well- 

understood for each Banach space X. To formulate a classification result for the hyperspace 

BConvH(X) we need to recall some notations.

A ll linear spaces considered in this paper are over the field of real numbers R . For a linear 

topological space X its dimension dim(X) is defined as the smallest cardinality |B| of a subset 

В C X having dense linear hull in X. For a cardinal к by h i* ) =  {x Є R K: |χ(α) |2 < 00}

we denote the Hilbert space having an orthonormal base of cardinality κ. By ω  we denote the 

smallest infinite cardinal. By R+ and I  we denote the closed half-line [0,00) and the closed 

unit interval [0, 1], respectively

The following classification theorem can be derived from [5], [6], [2].

Theorem 1 . For each Banach space X the hyperspace BConvff(X) is homeomorphic to:

1) {0} iff dim(X) =  0;

2) R+ x R  iff dim(X) =  1;

3) Ιω x R+ iff 1 < dim(X) < ω;

4) /2(2dim(x)) iff dim(X) > ω.

(C) Hetman I., 2013

In this paper we shall study the hyperspace BConvH(X) for non-complete normed spaces 

X. In this case we shall show that BConvH(X) has rather bad topological properties. In parti­

cular, it is neither topologically homogeneous nor even weakly homogeneous.

1 M a in  r e s u lt  

A topological space X is defined to be

• topologically homogeneous if for any two points x,y Є X there is a homeomorphism  

h : X —» X such that h(x) =  у;

• weakly homogeneous if for each non-empty open dense subset U C X and each point x Є X 

there is a homeomorphism h : X —» X such that h(x) Є U.

It is clear that each topologically homogeneous space is weakly homogeneous.

The main result of this note is the following theorem.

Theorem 2. For an infinite-dimensional normed space X the following conditions are equiva-

(1) X is complete;

(2) BConvH(X) is topologically homogeneous;

(3) BConvH(X) is weakly homogeneous;

(4) BConvH(X) is homeomorphic to l2(2dim x̂ )̂.

Proof. We shall prove the following implications. (1)=>(4)=>(2)=>(3)=>(1). The implication

(1)=Ц4) follows from Theorem 1 while (4) => (2) => (3) are trivial. So, it remains to prove

(3) =► (1).

In the space ВСопун(Х) consider the open dense subspace

ВСЬн(Х) = {А Є BConvH(X) : Int(A) φ 0}

consisting of bounded convex bodies (i.e., bounded convex sets with non-empty interior). Let 

X be the completion of the normed space X and BCbH(X) be the space of bounded convex 

bodies in the Banach space X. Observe that the map

cl: BCbH(X) — > BCbH(X),
В i— > B,

is an isometric bijection. The space BCbH(X), being open in the complete metric space 

BConvH(X), is Cech-complete and so is its isometric copy ВСЬн(Х)· Assuming that the space 

BConvH(X) is weakly homogeneous, and taking into account that ВСЬя(Х) is an open dense 

Cech-complete subspace of BConvH(X), we conclude that each point of the space BConvn(X) 

has an open Cech-complete neighborhood. By a result of Arhangelski [1] and Frolik [4] (see 

also [3, 5 .5.8(c)]), the space BConvH(X), being locally Cech-complete and paracompact, is 

Cech-complete, and so is its closed subspace X. Being Cech-complete, the space X is a Ĝ - 

set in its completion X. Assuming that X φ X, we can find a point x Є X \ X and conclude 

that X and X + x are two disjoint dense G^-subsets of Banach space X, which is impossible 

according to the Baire Theorem. Consequently, X =  X is a Banach space. □

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
mailto:ihromant@gmail.com
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Гетьман І. Еквівалентність повноти нормованого простору гомогенності гіперпростору його за­

мкнених обмежених опуклих множин / /  Карпатські математичні публікації. — 2013. — Т.5, №1.

— С. 4Ф46.

Ми доводимо, що нескінченновимірний нормований простір X є повним тоді і лише тоді, 

коли гіперпростір ВСопун(Х) усіх непорожніх замкнених опуклих підмножин простору X е 

топологічно гомогенним.

Ключові слова і фрази: повнота, нормовані простори, топологічна гомогенність, замкнені 

опуклі множини.

Гетьман И. Зквивалентность полнотьі нормированного пространства гомогенности гиперпрост- 

ранства его замкнутьіх вьіпукльїх множеств / /  Карпатские математические публикации. — 

2013. — Т.5, №1. — C. 44-46.

Мьі доказьіваем, что бесконечномерное нормированное пространство X полно тогда и 

только тогда, когда гиперпространство ВСопун(Х), состоящее из всех непустих замкнутих 

випуклих подмножеств пространства X, топологически гомогенно.

Ключевьге слова и фразьі: полнота, нормированние пространства, топологическая гомоген- 

ность, замкнутие випукльїе множества.
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ON BIDUAL BASES IN  THE SPACE OF SYMMETRIC ANALYTIC FUNCTIONS ON Єг

Holubchak O.M., Zagorodnyuk A.V. On bidual bases in the space of symmetric analytic functions on l\. 

Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 47-49.

We consider a special Hilbert space of symmetric analytic functions on t\ and construct a pair of 

bidual bases of polynomials.

Key words and phrases: Hilbert space, symmetric analytic functions, bidual bases.
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1 I n t r o d u c t io n  a n d  p re lim in a r ie s  

A function /  from complex t\ to C is said to be symmetric if

/ И * ) )  /(^<7(1)' ■ ■ · ’ %σ(η)' · · ·) f{x)> X Є t\,

for every permutation σ  of positive integers N .

The algebra of all continuous symmetric polynomials on i\ will be denoted by Ps ). Sym­

metric polynomials and analytic functions were investigated in [1, 2, 3, 4]. In particular, it is 

known that Ps(^i) admits algebraic bases. We need to use several standard bases which also 

are well known in the combinatorics.

The basis of power sums consists of polynomials

OO

Ρη(χ) =  Σ * ? ’ X =  (* 1/ · · ·/ * Η / ···)  є ί\
1 = 1

(see [3] for details). The elementary symmetric polynomials Gn(x) =  Σ χ^ ■ ■ ■ Xjn form an 

another basis in Ps(£i) and due to the Newton equality

nGn =  GM_iP i — G„_2P2 + ... + (—1 )nPn·

Also, there is a basis of complex symmetric functions Hn which can be defined by

nHn =  + fin—2P2 + ... + Н іРи_і + P„.

Let Λ =  (Αχ, Аг,. . . ,  A„) be a partition of a positive integer n, that is all А*. Є N  and

Ai + Аг + ... + A„ =  n.

2010 Mathematics Subject ClassificationΛβ]\5,46J20,46E15.
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We denote by Мд the symmetric polynomial in Ps (t,\)

γλ\
(7(1) ' ' ' Λίт(п)'Μλ(χ) =  Σ Χσ\ΐ)···Χαη(ηΥ

aeS

where S is the group of permutations of N . It is known from the combinatorics (see [5]) that

Hn =  Σ  Μλ.
|A| =n

For a given partition A let Z\ =  Π*>ι knikm̂\, where mk is the number of entries of k into Λ. It 

is known that

Н п = Е  = E  „.у, ■ ··П·· d)
|A| =n vi+2v2+···+ην„=η 1 ' ■■■ n'

where Ρλ = Ρ λι... Ρλη. We will use also notations G\ =  GAl .. . G\n, Нд =  GAl... G\n. It is easy 

to see that each of system {Рд}, {G^}, {Нд}, and {Мд} form a linear basis in Ps(£i), where A 

goes over all partitions of all positive integers.

Next we introduce an inner product on Ps(£i) so that {PA} form an orthogonal basis. In 

this paper we consider the case when (Рд, Ρμ) =  δχμζχ, where δχμ is the Kronecker delta. Let 

Hs =  HgA(£i) be the completion of Ps(£i) with respect to the inner product. In the paper we 

w ill show that {Нд} and {Мд} are bidual bases in Hs.

2 M a in  results

Let xOy, x,y Є £ i be an element in £\ with coordinates (x;yy)°°=1 ordered by a fixed way. It 

is easy to see, that Рд(хОу) =  Рд(х)Рд(у) and

OO o o  o o

E  Hn(*0y) = ГК1 - = Π  Σ = E  E  нА(х)мл(у), <2)
n=0 i,j j k=0 n=0|A|=n

where Ho =  1, Mo =  1 .

Theorem 1. (Нд, Μμ) — δχμ for all partitions μ and λ.

Proof. By (1) and (2)

£  Нд(х)Мд(у) =  Hn(xOy) =  Σ  z ^ P A(xOy) =  E  z-1PA(x)PA(y).
|λ| =n |λ| =n |A|=n

So

( £  Нд(-)Мд(у),М^(-))= £  z ^ P A(y)(PA,M ,).
|A|=« |A|=n

On the other hand, since -j== is an orthonormal basis,

Mr = L(-T='Mf)^== Σ  (^='Mr)-T=
λ 'V ^A  ' y/Z\ 1λΗμ1=η\ ν ζϊ I  y/z~k

O n  b id u a l  b a s e s  i n  t h e  s p a c e  o f  s y m m e t r ic  a n a l y t ic  FUNCTIONS ON 49

and if у is such that Ry is continuous, then Κν(Μμ) =  Μμ (у) =  X]|A|=„zA1PA(y)(PA,M ?<). So 

( £  Нд(-)МА(у),М ,(- ))=  Σ  Мд(у)(НА,М ,)= М ,(у ) .
|λ|=η |λ|=η

Since it is true for all у such that Ry is continuous, and since functionals Ry separate vectors in 

Hs we have that

(Ηλ,Μ μ) = δ λμ.

Let us make some computations. Taking into account that Е|л|=п 2д1 =  1 (see [6, p. 49]) we 

have

IIH.II2 = = ( £  ζχ·ρΛ, £  гд'Рд) = £  2д2||Рд||2 = E  2л‘ = !·
|А|=й |Л| =и |А|=я |А|=п

Since М п =  Рп, ||м„ II =  λ/ζ^ =  Уй and supA ||Мд||||Нд|| =  oo. So {Нд} does not form а 

Riesz basis.
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Голубчак O.M., Загороднюк A.B. Авоїсті базиси в просторі симетричних аналітичних функцій 

на l\ I I  Карпатські математичні публікації. — 2013. — Т.5, №1. — С. 47-49.

Розглянуто спеціальний гільбертів простір симетричних аналітичних функцій на ί\ і побу­

довано пару двоїстих базисів цього простору, які складаються з симетричних поліномів.

Ключові слова і фрази: гільбертів простір, симетричні аналітичні функції, дуальний базис.

Голубчак О.М., Загороднюк А.В. Ауальньїе базиси в пространстве симметрических аналитиче- 

ских функций на 1\ / /  Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 47-49.
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Захарко Ю.Б., Філевич Π.Β. Зростання канонічних добутків Вейєрштрасса нульового роду з випад­

ковими нулями / /  Карпатські математичні публікації. — 2013. — Т.5, №1. — С. 50-58.

Нехай ζ  = (ζ„  ) — комплексна послідовність нульового роду з показником збіжності τ, N(r)

— її усереднена лічильна функція, π (ζ) =  П (і ~ f^) — канонічний добуток Вейєрштрасса, а 

М(г) — максимум модуля цього добутку. Відомо, що тоді виконується нерівність Валунда- 

Валірона
у— N(r) , . . sin 7ττ
llm і λ  \ > ЩТ), ζν(τ) : = ---- ,

r-y+oo lnM (r) πτ

і ця нерівність є точною. В роботі доведено, що для більшості (у ймовірнісному сенсі) послі­

довностей ζ  сталу w (t ) в нерівності Валунда-Валірона можна замінити сталою w (J ) .

Ключові слова і фрази: ціла функція, добуток Вейєрштрасса, максимум модуля, порядок, 
рід, показник збіжності, усереднена лічильна функція.
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1 В с т у п

Нехай No — множина невід'ємних цілих чисел, Z  — клас комплексних послідовно­

стей ζ =  (ζη) таких, що 0 < ІСо| < \ζι\ < · · · і ζη —> °°/ п —> оо, а 8 — клас трансценден­

тних цілих функцій. Для послідовності ζ Є Ζ  і числа τ Є [0; 1] покладемо

_ ( Гп , ^  1 1 , . s in7TT
€ ζ =  [0;+оо) : £  _  = +00 | , ю (т ) =  _ _ _ ,

(вважаємо, що if (0) =  1).

Як звично (див. [4]), показник збіжності, рід, лічильну функцію і усереднену лічильну 

функцію послідовності ζ Є Ζ  визначаємо відповідно за рівностями

f r dt
τζ =  s u p q ,  ηζ =  s u p ^ H N o ) ,  ηζ (τ) =  Σ  λ· Щ (г) =  n? ( 0 y ·

\ζη\<τ Jo

Підклас послідовностей ζ Є Ζ  нульового роду ((]ζ =  0) позначимо через Z q. Добре 

відомо, що якщо ζ Є Z q, то канонічний добуток Вейєрштрасса

7r(z) =  n f 1 - f )  (χ)
„=0 V W

(C) Захарко Ю.Б., Філевич П.В., 2013

збігається абсолютно і рівномірно в кожному скінченному крузі, а тому задає цілу фун­

кцію 7г є 8.

Для функції /  Є ε  нехай п/(г, 0) — лічильна функція нулів (кількість нулів у крузі 

{ζ Є C : \z\ < r}). Усереднену лічильну функцію нулів, максимум модуля і порядок 

функції /  визначаємо відповідно за рівностями

Ґ dt 
Nf(r, 0) = J  (n.f(t,0) — ny(0,0))— + ну(0,0) lnr,

Mf (r) =  max{|/(z)| : |z| =  r}, pf  =  .

Використовуючи формулу Йєнсена (див. [4], с. 24])

1 f in

Щ г.° ) =  2^  /0 In \f(re )\άθ - In \Cf(0)\,

де Cf(0) — перший відмінний від нуля коефіцієнт з розкладу функції /  у ряд Тейлора в 

околі точки ζ =  0, легко отримуємо нерівність

Nf (r,0)<\nMf (r)-\n\cf (0)\. (2)

З іншого боку, правильна така класична теорема Валунда-Валірона (див. [7], [4, с. 571]).

Теорема І. Нехай f  є  Е — ціла функція порядку р Є [0; 1]. Годі

___ N f (r, 0)
1ІШ 1 ЛА ( \ - W(p)■ (3)r—>+оо In МДг)

Зауважимо, що з (2) і (3) для функції /  Є 8 нульового порядку маємо рівність

—  Щ г ,0 ) 1
шп ,  ,  ч =  1 .

г->+оо 1пМ^(г)

Якщо ж pf =  1, то нерівність (3) тривіальна (и>(1) =  0) і перетворюється у рівність, на­

приклад, для функції /(z) =  ez, яка не має нулів (N f(r, 0) =  0).

У випадку Pf < 1 функція /  Є 8 має нульовий рід, тобто послідовність ζ усіх відмінних 

від 0 нулів цієї функції, занумерованих з урахуванням кратностей у порядку неспадання 

їх модулів, є нульового роду і

f(z) =  Cf(0)znfm n(z), (4)

де η — канонічний добуток Вейєрштрасса вигляду (1), побудований за послідовністю ζ 

(див. [4, с. 80]). Використовуючи зображення (4), очевидні співвідношення

Mf (r) =  |с/(0)|г”/ (0'0)М я(г), n f{r, 0) =  ηζ (Γ) + nf (0,0), Nf (r, 0) =  Νζ (ν) + n/(0,0) lnr,

а також відомі факти теорії розподілу значень (див. теореми 1.8 і 3.4 з [4, гл. II]), для 

КОЖ НОЇ функції f  Є 8 нульового роду легко отримуємо рівності Pf =  ρπ =  Τζ. З огляду 

на це, теорема 1 для таких функцій є рівносильною наступній.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Теорема 2. Нехай ζ Є Zq — послідовність з показником збіжності τ Є [0; 1]. Тоді для 

канонічного добутку Вейєрштрасса (1) правильна нерівність

Піп Ν̂ ( - > w(τ). (5)
r->+00 In M 7T(r)

Нерівність (5) e точною, що вішливає з такої теореми.

Теорема 3. Нехай т Є [0; 1]. Тоді існує послідовність ζ є Z q з Τζ =  т така, що для каноні­

чного добутку Вейєрштрасса (1) правильна рівність

lim  N̂ ( . =  w (t). 
r->+oo In M n(r)

Теорема 3 є також добре відомою [7]. Її доведення легко отримати, використовуючи 

міркування з [4, с. 74, 554-555]. Зауважимо, що з теореми 3 випливає точність нерівності

(3) у випадку довільного р Є [0; 1].

У даній роботі покажемо, що у випадку т Є (0; 1] для більшості (у ймовірнісному 

сенсі) послідовностей ζ  Є Z q оцінку (5) можна істотно уточнити, тобто послідовностей, 

існування яких стверджується теоремою 3, є (у цьому ж сенсі) мало. Власне, далі розгля­

датимемо канонічні добутки Вейєрштрасса, побудовані за послідовностями випадкових 

величин, тобто канонічні добутки з випадковими нулями. Зазначимо, що деякі інші вла­

стивості цілих функцій з випадковими нулями розглядались у нашій роботі [8].

2 Ф о р м у л ю в а н н я  о с н о в н и х  р е зу л ь т а т ів

Позначимо через Ξ клас послідовностей ζ =  (ζ„(ω)) незалежних випадкових величин 

(взагалі кажучи, комплекснозначних), визначених на деякому ймовірнісному просторі 

(Ω, Λ, Р), таких, що для всіх η Є No маємо Μ ζη (ω) =  0 і майже напевно (м. н.) \ξη (ω ) \ =  1 

(тут М — знак математичного сподівання). До класу Ξ належать, наприклад, довільна 

послідовність Радемахера (ε„(ω)), тобто послідовність незалежних випадкових величин, 

що приймають значення —1 і 1 з ймовірністю \ кожне, а також довільна послідовність 

вигляду де (ωη(ω)) — послідовність Штейнгауза, тобто послідовність незале­

жних рівномірно розподілених на відрізку [0; 1] випадкових величин (див. [5]).

Нехай ζ Є Ξ, ζ Є Ζ 0, ζω =  (ξη(ω)ζη). Зрозуміло, що тоді м. н. ηζω{τ) =  ηζ(τ), Νζω(ΐ) = 

Νζ(τ) для всіх r > 0, Τζω — Τζ і ζω Є Z q. Поряд з канонічним добутком Вейєрштрасса (1) 

розглянемо випадковий канонічний добуток Вейєрштрасса

Мг)“ й (1_&Иь)· (6>
Правильна наступна теорема.

Теорема 4. Нехай ζ  Є Ξ, а ζ  Є Z0 — послідовність з показником збіжності т Є [0; 1]. Тоді 

для випадкового канонічного добутку Вейєрштрасса (6) м. н. правильна нерівність

Нерівність (7) у випадку, якщо ζη (ω) =  ε„(ω), η Є No, є точною, що випливає з такої 

теореми.

Теорема 5. Нехай ζ — послідовність Радемахера, т Є [0;1]. Тоді існує послідовність 

ζ  Є Z q з Τζ =  τ така, що для випадкового канонічного добутку Вейєрштрасса (6) м. н. 

правильна рівність

© ·  <8>

NrU)
lim  ГТ7— = w r->+oo 1η Μπω(τ)

Для доведення теорем 4 і 5 нам будуть потрібні деякі допоміжні результати, які наве­

дено в наступних двох пунктах.

З Д о п о м іж н і р е зу л ь т а т и

Нехай р Є [0; +оо). Уточненим р-порядком називатимемо довільну невід'ємну непе­

рервно диференційовну на [0; +оо) функцію р(г), для якої р(г) —> р і p'(r)r In r —> 0, якщо 

r —>· +оо.

Правильні наступні дві леми (див. [4, с. 70-72, 555]).

Лема 3.1. Нехай λ (г) — додатна неспадна необмежена на [го, +оо) функція така, що

- —  ІпЛ(г) .  .
lim  =  р Є 0; +оо).

г—►+oo In V

Тоді існує уточнений р-порядок р(г), для якого

ita  Щ  =  1 .
г—>+оо γΡν)

Лема 3.2. Нехай р Є (0; 1), го Є (0; +оо) — фіксоване число, а р(г) — довільний уточнений 

р-порядок. Тоді
,+со (rty(rt) dt ^  1

г4+1ооУГ0/г Гр(г) (1 + ί)2 W(p)"

Для послідовності ζ Є Zq введемо позначення 

Лема 3.3. Нехай ζ  Є Z q. Тоді

Ґ+ОО
lnG {(r) =  /o

Аоведення. Наведена рівність тривіальна при r =  0.

Нехай r > 0. Оскільки для кожної послідовності ζ  Є Z q виконуються (див. [4, с. 79]) 

рівності

nAx) Nr(x)
lim  =  0, lim  =  0

X—> + 00 X X—> + 00 X



і Πζ(χ) =  Νζ(χ) =  0 для х Є [0; \ζ0\), то, переходячи до інтегралу Стілтьєса, двічі інтегру­

ючи частинами і роблячи заміну х =  гуД, маємо

і оо / 2 \ і /.+00 / г2\

1"  Gc(r) =  j  Σ  m ( i  + =  2 і  і 1 + ? )  W
2 f+°° Πζ(χ) dx

= r4Jo

2 f+°° άΝζ(χ) _  r2 Νζ (χ)

r2 +  X2

X r2 +  X2

Г+00 2xdx

= I2 jT “ Ш*))'-
dx

+ r2 +  X2 

dt+00 /·+οο 2 xdx f+°° r~

.  +r L n̂ w t w =Io N({rsi,)rir2 + X2

Лему 3.3 доведено.

Для цілої функції /  Є Є її середнє Sf(r) визначимо за рівністю

5̂={ЬГ̂ 1івТ·
Лема 3.4. Нехай /  Є ε  — ціла функція скінченного порядку. Тоді

InM f(r) ~  lnSy(r), r -> + оо.

+ 1)Т

□

(9)

Співвідношення (9) у випадку р/ < + 00 випливає з добре відомого (див., наприклад, 

[6, с. 17]) співвідношення Бореля

InMf(r) ~ lnμf(r)r r -+ -boo, (10)

д еЦ{(г) =  шах j  j ̂  r” : η Є No | — максимальний член степеневого розвинення фун­

кції /  в околі точки ζ =  0, а також з нерівностей μ/(τ) < Sf(r) < друга з яких —

очевидна, а першу легко отримати, врахувавши рівність Парсеваля

S/Μ = Σ
п= 0

/М(0)
Пі

,.2п

Зауважимо, що необхідні і достатні умови виконання співвідношення (10) і його узагаль­

нень отримано відповідно в [1, 3]. Необхідні і достатні умови виконання співвідношення 

(9) і його узагальнень знайдено в [2].

4 О ц ін к а  с е р е д н ь о г о  в и п а д к о в о г о  д обутк у  Ве й є р ш т р а с с а

Наступну теорему, в якій наведено оцінку зверху для середнього випадкового добу­

тку Вейєрштрасса (6) через функцію Gζ(r)/ використаємо при доведенні теореми 4.

Теорема 6. Нехай ζ Є Ξ, ζ Є Ζ0, а φ(χ) — додатна неспадна на [х0; +оо) функція така, 

Щ О  f^°° < +00. Тоді для випадкового канонічного добутку Вейєрштрасса (6) м. н.

правильна нерівність

Sn„(r) < GcWyJtpQnG^r)), r > τ0(ω).

Доведення. Насамперед зауважимо, що для довільної випадкової величини η такої, що 

Μη =  0, маємо також рівність Μη =  0. Крім того, якщо \η\ =  1 м. н., то і  =  η м. н.

Зафіксуємо довільне r Є (0, +оо) і розглянемо випадкову величину Х(со) =  (г).

Скориставшись теоремою Фубіні і незалежністю випадкових величин ζη(ω), отримуємо

(
1 /·2τγ „ \ 1 f i n

2- J0 \п^ г е ^ йв) = 2п10 M lnu>(rete)\2de

1 f i n  оо γρίθ 2 і  г2тї оо

= М Д 1 _ Й Й ? ^  Ів = 2 ^ і  Д
м

п= 0

геів

ζη [ω)ζη

2

άθ

і  r 2 n  0 0 /  2 γριθ________  γρ-ιθ \

“ * ? / .  ί Ι Μ ( 1 + \ ^ - ^ ζΛ ω )- Ί Γ ζΛωΨ θ
1 f i n  оо /  2 \

= 2π Ιο Π  (ί + = G?W·

Оскільки випадкова величина X (oj) невід'ємна, то, використовуючи нерівність Чебишо- 

ва, маємо

P(Snw(r) > л/ЛGf (r)) =  Ρ(Χ(α>) > λΜ Χ(ω)) < і ,  λ > 0. (11)

Зауважимо, що функція Gζ(r) є зростаючою до +оо на [0; +оо) і G^(0) =  1. Тому для

кожного η Є No рівняння In G^(r) =  η має на [0; +оо) єдиний розв'язок. Позначимо цей 

розв'язок через гя.

Покладемо ψ(χ) =  ? ? (*  - 1), х > хо + 1- Тоді ψ(χ) є додатною неопадною на 

[хо + 1; +оо) функцією, причому

f +°° dx
/ ТГТ < +00· (12)
Ло+ і ψ (*)

Розглянемо події

Ап =  jo ; Є Ω : S„u(rn) > G ^ (r„ )^ (lnG ^(r„ )) J  , η > χ0 + 1 .

Застосовуючи (11) з r =  г„ і Λ =  i/>(ln G^(r„)) =  ψ(η), отримуємо Ρ(Α„) < а тому, з

огляду на (12),

Σ  Р(А„) < +оо.
п>х 0+ 1

Тоді за лемою Бореля-Кантеллі м. н. виконується лише скінченне число подій Ап, 

n > х0 + 1. Отже, м. н.

Snuirn) < G^(r„)y/^ ( ln ^ (r ^ )) , η > η0(ω). (13)

Зафіксуємо довільне ω  Є Ω, для якого виконується (13), і нехай r Є [rn,rn+1), де 

η > Πο(ω). Скориставшись (13), маємо

Snw(r) < Snw(rn+1) < G^(rn+i)-y/^(lnGf(r„+1)) =  eGc(rn)^/ψ(1ηG^(r„) + 1)

< ^ (г )^ (1 п С ^ (г )  + 1) =  Gc(r)^/φ(1η Gc(r)),

що й потрібно було довести. □

Вибираючи <р(х) =  х2, х > 1, з теореми 6 отримуємо такий наслідок.



Наслідок 4.1. Нехай ζ є  Ξ, а ζ є  Ζ0. Тоді для випадкового канонічного добутку Вейєр- 

штрасса (6) м. н.

Em
r->+oo In G^(r)

Нехай ζ Є Ξ, а <р(х) — довільна додатна неспадна на [*о; +°°) функція. Тоді з кожної 

зростаючої до -boo послідовності (ги) можна виділити підпослідовність (гщ) таку, що

V  1
k h < +0°‘

Застосовуючи (11) з r =  r„k і А =  φ2(\η G^(rW|t)), а також лему Бореля-Кантеллі, легко 

отримати наступне твердження, яке в певній частині уточнює теорему 6.

Теорема 7. Нехай ̂  Є Ξ, ζ є  2 0/ (г„) — зростаюча до +оо послідовність, а φ(χ) — додатна 

неспадна на [xq; + о о )  функція. Тоді існує підпослідовність ( r„k) така, що для випадкового 

канонічного добутку Вейєрштрасса (6) м. н. правильна нерівність

SnЛ гщ) < G^(r„J<p(lnG?(r„J), k > ко(ш).

5 Д о в е д е н н я  т е о р е м  4 15

Доведення теореми 4. Нехай ζ Є Ξ, а ζ Є Ζο — послідовність з показником збіжності т Є 

(0; 1] (у випадку т =  0 теорема 4 випливає з теореми 2). Доведемо, що м. н. виконується 

нерівність (7). Для цього, з огляду на лему 3.4 і наслідок 4.1, досить довести нерівність

Nd r) 
lim  -— І ,.; > w

©  ■ <14)τ —> +00 ln  G f(r)

Використовуючи теореми 1.8 і 3.4 з [4, гл. II], маємо

--  In N r  (r)
lim  , ^  7 =  τ.

r->+oo lnr

Тому за лемою 3.1 існує уточнений τ-порядок τ (r) такий, що

Пгп Щ у  =  1. (15)
/—►+00 Гт(г)

Зафіксуємо довільне ε > 0. Тоді з (15) випливає, що Ν ζ ( ν )  < (1 + е)гТ̂  для всіх r > Tq, 

де го =  Го(£) > 0 — деяке фіксоване число. Використовуючи леми 3.3 та 3.2 і враховуючи, 

що функція р(г) =  \т(у/г) є уточненим ^-порядком, отримуємо

-—  lnGr(r) -—  (  1 /'+00, г / Г\ dt \

Jo

< is ;  ( 4 - Г° /,2Щ г ^ ) )  + Ita  ( - L  / +“ n {(^ )7TA -
r^+oo у гт(г) J0 Ь (1 +  ί)2у  r̂ y+oo y rT(r) Jr2/r2 ь (1 +  0

<  i t a  M ^ i _  + (1+ e) I t a  r i ^  *
r->+oo rr(r) f2 _)_ j.2 r̂ f+oo Jfi/yi Гт(г) (1 _|_ f)2

-— /·+°° (r2t)p^ 2̂  dt _  1 + ε

- (  + £ ^ r4 +loo7 r2 / r 2 (r2)p(r2) (1 + f)2 w(r/2) '

З довільності ε > 0 випливає, що

-—  lnGr(r) 1 „ .
lim  ---γ-т— < —-— . (16)

r—»+оо Гт(г) -  И7(т /2 )

Нарешті з (16) і (15) маємо (14). Теорему 4 доведено. □

Доведення теореми 5. Насамперед доведемо наступне твердження: якщо п о с л ід о в н іс т ь  

ζ  Є Ζ ο  така, що argζο  =  argζ\ =  . . . ,  a ζ  — довільна послідовність д ій с н и х  випадко­

вих величин таких, що \ζ„ (ω) | =  1 для всіх η Є No м. н., то для випадкового канонічного

добутку Вейєрштрасса (6) м. н. М Пш(г) > G^(r) для всіх r > 0.

Справді, прийнявши ос =  arg ζο, за вказаних умов на послідовності ζ  і ξ м. н. маємо

пО-̂ І-п̂ Й'-ад·
Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 5. Нехай ζ  — послідовність Радема­

хера, τ Є [0; 1]. Доведемо, що існує послідовність ζ  Є Zq з Τζ =  τ така, що для випадкового 

канонічного добутку Вейєрштрасса (6) м. н. правильна рівність (8). Розглядатимемо лише 

нетривіальний випадок τ Є (0; 1].

Для кожного η Є No нехай ζ η =  (η + 1)1/τ у випадку τ Є (0; 1) і ζ η — (η + 1) ln2(n + 2) 

у випадку τ =  1. Легко перевірити, що в кожному випадку для послідовності ζ  =  ( ζ „ )  

маємо ζ  Є Ζο і Τζ =  τ. Крім того,

Μ-πω{τ) > ПШ{ГІЄМ)

rT, я к щ о т є ( 0; 1);

r / In2 r, якщо τ =  1 

при r —> +оо. Звідси за правилом Лопіталя при r —> +оо отримуємо

\гт/т, я к щ о т є ( 0; 1 );
Щ(г) О

г/ In r, якщо τ =  1,

а тому, як легко переконатись, існує уточнений τ-порядок τ (r) такий, що Νζ(τ) ~ гт(^, 

r —> +00.

Доведемо, що

lim  (17)
r^+oo N f(r) w (r/2 )

звідки, з огляду на те, що м. н. Μ πα, (r) > G^(r), і на вже доведену теорему 4, випливатиме 

м. н. (8).

Зафіксуємо довільне ε Є (0; τ) і нехай r о > 0 — довільне фіксоване число таке, що 

щ(г) > (1 - для всіх r > Г0. Використовуючи леми 3.3 та 3.2 і враховуючи, що

функція (0(г) — ^т(лД) є уточненим ^-порядком, отримуємо

In Gr(r) lnGr(r) (  1 r+°° . г .
lim  .--------------- τι— =  I —ГТ / Nr(rVt)-

Щ(г) rTW r^Too \rTW Jo b

Λ

(1 + 0 2 

(1 + i )2
+oo (r2ty(r2t) dt _  1

/  1 /■+“  лт , r ,  dt \ 4 /·+“  ( r v ^ ) ^ ^  Λ
> lim  ( —т-rT / Nr(r\/t)7--- 7\rt 1 > (1 — ε) lim / ------
- r^ o o  VrT(r) 7rg/r2 y (1 + i)2y — J r̂ r ooJrl/r2

_ /1 _ 1· /~+0° ; «  =  1 ~  £
U  £ , r^ J rp r 2 ( ri )P(r2) ( 1  +  i ) 2 i v ( т /2) '

З довільності ε Є (0; τ) випливає (17). Теорему 5 доведено. □
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Zakharko Yu.B., Filevych P.V. The growth of Weierstrass canonical products of genus zero with random 

zeros. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 50-58.

Let ζ =  (ζη) be a complex sequence of genus zero, τ be its exponent of convergence, N(r) be its 

integrated counting function, n(z) = Π(1 - be the Weierstrass canonical product, and M(r) be 

the maximum modulus of this product. Then, as is known, the Wahlund-Valiron inequality

r:— N(r) . S in 7ΓΤ
lim T \ > W\V> := ---- /r-У+оо In M(r) 7ΓΓ

holds, and this inequality is sharp. It is proved that for the majority (in the probability sense) of 

sequences ζ  the constant w (t ) can be replaced by the constant w (J) in the Wahlund-Valiron in­

equality.

Key words and phrases: entire function, Weierstrass products, maximum modulus, order, genus, 

exponent of convergence, integrated counting function.

Захарко Ю.Б., Филевич П.В. Poem канонических произведений Вейеріитрасса нулевого рода со слу- 

чайньїми нулями / /  Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 50-58.

Пусть ζ  = ( ζη) — комплексная последовательность нулевого рода с показателем сходимо- 

сти τ, N(r) — ее уередненная считающая функция, π(ζ) =  П (і ~ — каноническое произ-

ведение Вейерпгграсса, а М(г) — максимум модуля зтого произведения. Известно, что тогда 

вьіполняется неравенство Валунда-Валирона

V—  N (r ) ^  Ґ \ Ґ \ S in 7ТТ
lim ■ > w (t ), w (t ) : = ----- ,

r—>+oo 1η Myr) πτ

и зто неравенство являетея точним. В роботе доказано, что для большинства (в вероятност- 

ном смьісле) последовательностей ζ постоянную w(τ) в неравенстве Валунда-Валирона можно 

заменить постоянной w (| ).

Ключевьіе слова и фрази: целая функция, произведение Вейерпгграсса, максимум модуля, 

порядок, род, показатель сходимости, уередненная считающая функция.
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I n t r o d u c t io n

Let X be a Frechet linear space. A continuous linear operator Τ : X —> X is called hyper­

cyclic if there is a vector Х о  Є X for which the orbit under T, Orb(T, x q )  =  {xq, Txq, T2Xq, ...} , 

is dense in X. Every such vector X q  is called a hypercyclic vector of T. The classical Birkhoff 

theorem [2] asserts that any operator of composition with translation x -4 x + a, Ta : f(x) —> 

f(x  + a) is hypercyclic on the space of entire functions H(C) on the complex plane C if а φ 0. 

The Birkhoff translation Ta has also been regarded as a differentiation operator

ОО n

U f )  =  Σ ̂ ° 7 ·
n=0 n -

A generalization of the Birkhoff theorem was proved by Godefroy and Shapiro in [3]. They 

showed that if φ(ζ) =  Σ caz“ is a non-constant entire function of exponential type on C”,
M>i

then the operator

/->  Σ cocDaf , f  Є H(C"),
M>i

is hypercyclic. Note that an analog of the Godefroy-Shapiro Theorem for weakly continuous 

analytic functions on Banach spaces which are bounded on bounded subsets was proved by 

Aron and Bes in [1]. A symmetric version of the Godefroy-Shapiro Theorem is proved in [9]. 

The purpose of this paper is to extend the results on hypercyclicity for the case of a special 

translation operator on the space of block-symmetric analytic functions of bounded type on l\. 

The following proposition is well known (see [4, Proposition 4]).

Proposition 1. Let T be a hypercyclic operator on X and A be an isomorphism on X. Then 

A~l TA is hypercyclic.

2010 Mathematics Subject Classification: 46J15,46E10,46E50.

(c) Kravtsiv V.V., Mozhyrovska Z.G., Zagorodnyuk A.V., 2013

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


60 K r a v t s iv  V.V., M o z h y r o v s k a  Z.G., Z a g o r o d n y u k  A.V.

1 Bl o c k -s y m m e t r ic  a n a l y t ic  f u n c t io n s

Let X 2 — be an infinite l\ -sum of copies of Banach space C2. So any element x Є X 2

can be represented as a sequence x =  (χχ,.. . ,xn, ...), where xn Є C2, n Є N , and ||x|| =
CO

E ll̂ fcIlc2 < °°· 
k=1

A polynomial P on the space X 2 is called block-symmetric (or vector-symmetric) if 

Щ \ (  um j _P (  ^  ^  ^  Um

v Vl / 1 V Vm / m / V ' Уі '  σ(1) \

for every permutation σ on the set N , where ^ ^ Є C2, і Є N . Let us denote by Vvs(X 2)

the algebra of block-symmetric polynomials on X 2.

In paper [8] it was shown that the following vectors form an algebraic basis of VOS(X 2)

OO
н к̂ ( Х,у) = Σ (xi)Hyi)kl, 

i=l

where (хі, уі) Є C2, і > 1. Let us fix an enumerating of the basis functions Ηχ =  H 1,0, . . . ,  Hn =  
цті,т2/___

Denote by H£VS(X 2) the algebra of block-symmetric analytic functions on X 2 which are 

topologically generated by polynomials H\,...,Hn. We will use the notation Η := {Η&}£=1.

Lemma 1. The map

K - . f i h .......tn) ^ f ( H l t . . . ,H n)

is a topological isomorphism from the algebra H (C") to the algebra H£VS(X 2)·

Proof. Evidently, is a homomorphism. It is known [6, 7] that for every vector (ίχ,. . . ,  tn) Є 

€" there exists an element (x,y) Є X 2 such that H\(x,y) =  ίχ,. . . ,  Hn(x,y) =  tn. Therefore 

the map is injective. Let us show that Τί^ is surjective. Let u є H%OS(X 2) and u = 

be the Taylor series expansion of u at zero. For every homogeneous polynomial щ there exists
OO

a polynomial on C" such that uk =  qk(Hi,. . . ,  H„). Put f{t\, . . . , t n) =  Σ 4k(h> ■■■> tn). 
k=1

Since /  is a power series which converges for every vector (ίχ,. . . ,  tn), f  is an entire analytic 

function on C ". Evidently, (/) =  u. From the known theorem about automatic continuity of 

an isomorphism between commutative finitely generated Frechet algebras [5, p. 43] it follows 

that Ή** is continuous. □

Let (x,y), (.z,t) Є X 2,

(x,y)=((y !) .... (y l)'■··) and (2'ί)=( ( ί ΐ ) .....( t )
where (Xj,yi), (ζ;, ti) Є C2, і Є N . We put

H y p e r c y c l ic  o p e r a t o r s  o n  s p a c e s  o f  b l o c k -s y m m e t r ic  a n a l y t ic  f u n c t io n s 61

and define

7(2,0 (Ж *'У ) := / ( ( х'У) * (Z/O)· (!)

We w ill say that (x,y) —>· (x,y) ·  (z, i) is the symmetric translation and the operator T(Z/t) is 

the symmetric translation operator. Evidently, we have that

H fcl'fc2((x,y) ·  (z ,0 )  =  Hkl,k2 (x, y) + Hkbkl (z, i)

for all fci, /c2- It is easy to see that 7(Z;t) is a continuous linear operator from Щ т (Х 2) to itself.

Theorem 1. Let (z, f) Є A"2 such that (Ηχ (z, t ) , . . . ,H n (z, f)) is nonzero vector in C”. Then the 

symmetric translation operator 7(Z/f) is hypercyclic on Щ из(Х 2)·

Proof. Let я =  (Ηχ(ζ, f) ,. . . , Η„(ζ, ί)) Є Cn. If g Є Щ т (Х 2), then

g{x,y) = 'H *(f)(x ,y ) =/(Hx(x,y),... ,H„(x ,y))

for some /  Є Щ У$(Х 2) and property (1) implies

T[zJ](g)(x,y) =  U*Ta(H *)- '(g)(x ,y).

Since Ta is hypercyclic on H(Cn), the operator 7(Z/() is hypercyclic on H£VS(X 2) via Proposi­

tion 1, which completes the proof. □

2 Th e  in f in it y -d im e n s io n a l  c a se

Let us recall a well known Kitai-Gethner-Shapiro theorem which is also known as the 

Hypercyclicity Criterion.

Theorem 2. Let X be separable Frechet space and T : X X be a linear and continuous 

operator. Suppose there exist Xq, Yo dense subsets of X, a sequence (щ) of positive integers 

and a sequence of mappings (possibly nonlinear, possibly not continuous) S„ : Yo —>■ X so that

1) THk (x) —> 0 for every x Є Xo as k —v oo;

2) SUk(y) —¥■ 0 for every у є Yo as k —> oo;

3) ТПк o Snk(y) =  у for every у Є Vo- 

Then T is hypercyclic.

The operator T is said to satisfy the Hypercyclicity Criterion for full sequence if we can 

chose щ — k. Note that Ta satisfies the Hypercyclicity Criterion for full sequence [3] and so 

the symmetric shift 7(Z/t) on H£VS(X 2) satisfies the Hypercyclicity Criterion for full sequence 

provided (Ηχ(ζ, t) , . . . ,  Hn{z, t)) φ  0.

In [9] it is proved the following lemma.

Lemma 2. Let X be a Frechet space and X j C Хг C . . .  C Xn C ... be a sequence of closed

subspaces such that U“ =1X m is dense in X. Let T be an operator on X such that T(Xm) C Xm

for each m and each restriction T\xm satisfies the Hypercyclicity Criterion for full sequence on 

Xm. Then T satisfies the Hypercyclicity Criterion for full sequence on X.



We denote by HbOS(X 2) the Frechet algebra of all block-symmetric analytic functions on 

X 2 which are bounded on bounded subset. This algebra is the completion of the space of 

block-symmetric polynomials on X 2 endowed with the uniform topology on bounded subset.

Theorem 3. The operator T^t) JS hypercyclic on Hbvs(X 2) for every (z, t) Φ 0.

Proof. Since (z, t) Φ 0, we have Hmo(z, t) φ 0 for some mo [6, 7]. So, 7(Z/() is hypercyclic (and 

satisfies the Hypercyclicity Criterion for full sequence) on Hgvs(X z) whenever n > mo- The set 

U~=moHgps(X 2) contains the space of all block-symmetric polynomials on X і  and so it is dense 

in Щ OS(X 2)· Also H£VS(X 2) C H™vs{X2) if m > n. Hence T(z,t) is hypercyclic via Lemma 2. □
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Стаття містить доведення гіперциклічності оператора симетричного зсуву на алгебрі блоч­

но-симетричних аналітичних функцій обмеженого типу на ізоморфній копії простору і\.

Ключові слова і фрази: блочно-симетричні аналітичні функції, гіперциклічний оператор, 

оператор симетричного зсуву.
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ствах блочно-симметрических аналитических функций / /  Карпатские математические публи- 

кации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 59-62.

Статья содержит доказательство гиперцикличности оператора симметрического сдвига на 

алгебре блочно-симметрических аналитических функций ограниченного типа на изоморф- 

ной копии пространства 1\.
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Л а д з о р и ш и н  Н.Б.

ПРО ЕКВІВАЛЕНТНІСТЬ ПАР МАТРИЦЬ, ВИЗНАЧНИКИ ЯКИХ Є СТЕПЕНЯМИ 

ПРОСТИХ ЧИСЕЛ, НАД КВАДРАТИЧНИМИ ЕВКЛІДОВИМИ КІЛЬЦЯМИ

Ладзоришин Н.Б. Про еквівалентність пар матриць, визначники яких є степенями простих чисел, 
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Встановлено, що пара матриць, визначники яких є степенями простих чисел, над квадра­

тичним евклідовим кільцем К =  Z [Vk] спільними рядковими елементарними операціями над 

кільцем цілих чисел Z  і різними стовпцевими елементарними операціями над квадратичним 

кільцем К зводиться до трикутних форм з інваріантними множниками на головних діагона­

лях.
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В с т у п

Поняття напівскалярної еквівалентності було введено П.С. Казімірським і В.М. Пе- 

тричковичем в 1977 році [4]. Вони встановили, що многочленна матриця неособлива або 

повного рангу над алгебраїчно замкнутим полем характеристики нуль напівскалярно- 

еквівалентна до трикутної матриці з інваріантними множниками на головній діагона­

лі. Схожий результат щодо напівскалярної еквівалентності неособливих многочленних 

матриць пізніше формулюють J.A. Dias da Silva і T.J. Laffey у 1999 році [1]. В роботі [8] 

встановлено аналог цієї еквівалентності для матриць над евклїдовими квадратичними 

кільцями та доведено, що кожна матриця над цим кільцем за допомогою таких еквіва­

лентних перетворень зводиться до трикутної форми з інваріантними множниками на 

головній діагоналі. Еквівалентність пар матриць лише зі спільною односторонньою пере­

творювальною матрицею досліджували V. Dlab і С.М. Ringel [2]. Вони розглянули еквіва­

лентність пар комплексних матриць А\, Аі, яку схематично можна зобразити у вигляді 

QA^Pi, QA 2P2 , де Q — комплексна, Ρ\, Р2 — дійсні оборотні матриці і встановили кано­

нічну форму щодо таких перетворень. В.В. Сергейчук і Т.Н. Гайдук запропонували ка­

нонічну форму Agen, Bgen для пари матриць А, В над полем стосовно спільних рядкових

і різних стовпцевих перетворень [3]. У роботі [7] П.С. Казімірський і В.В. Забавський 

довели, що пара матриць над адекватним кільцем, одна з яких неособлива, спільними 

рядковими і різними стовпцевими перетвореннями зводиться до трикутного вигляду з 

інваріантними множниками на головних діагоналях.
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У цій роботі доведено, що пара матриць, визначники яких є степенями простих чисел, 

над квадратичним евклідовим кільцем за допомогою спільних елементарних операцій із 

кільця Ζ  над рядками і різних елементарних операцій із кільця Ζ [у/к] над стовпцями 

зводиться до трикутних форм  з інваріантними множниками на головних діагоналях.

1 К в а д р а т и ч н і е в к л ід о в і к іл ь ц я

Нехай Ζ  — кільце цілих чисел, к є Z , к ф 1 і к не ділиться на квадрат жодного про­

стого числа. Тоді К =  Ж[л/к\ — квадратичне кільце [6]. Якщо к =  2,3(mod4), тоді К 

складається з елементів вигляду x + у\/к, де х,у Є Z ; якщо k =  l(mod4), тоді елементи 

кільця мають вигляд | + | у/к, де х, у Є Z  і х — у ділиться на 2.

При к < 0 квадратичне кільце називається уявним, а при к > 0 — дійсним. Відомо 

п'ять уявних і сімнадцять дійсних квадратичних кілець, які є евклїдовими. В цих кільцях 

евклідова норма визначається наступним чином:

для£ < 0  е(х + yVk) =  х2 — ку2; e(J^ + | v ^ ) =  ^(х2 — ку2),

А\як>0 е(х + уу/їс) =  \х2 — ку2\·, e(^  + ^Vk^j =  ^\х2— ку2\.

Евклідові норми простих чисел в квадратичному евклідовому кільці є простими ра­

ціональними числами або квадратами простих раціональних чисел. Кожне евклідове ква­

дратичне кільце є кільцем головних ідеалів. Однак відомо, що квадратичне кільце 

Z[-\/—19] є кільцем головних ідеалів, але не є евклідовим. Існують квадратичні кільця, 

які не є кільцями головних ідеалів, наприклад, кільце Z[\/—5] .

2 Е к в ів а л е н т н іс т ь  м а т р и ц ь  н а д  к в а д р а т и ч н и м и  е в к л їд о в и м и  к іл ь ц я м и

Надалі К =  Ж[л/к\ — евклідове квадратичне кільце. Через М (т , η, К) позначимо мно­

жину m x п матриць над кільцем К, а через М(п, К) — множину квадратних матриць 

п-го порядку, — найбільший спільний дільник мінорів k-το порядку матриці А.

Лема 2.1. Нехай А є Μ (2,η,Κ ), п > 2 і d£ =  рг, дер — просте число з К. Тоді існує 

рядок ||хі *2І|/ *2 Є Z  такий, що

||*і *2||·Α =  ||βίι ··· яіпЦ/

де (#ίι,...,йіп) =  d^.

Доведення. Нехай

А =
Яц . • #1я

Й21 ■• а2п

Без обмеження загальності будемо вважати, що d f =  1. Тоді правими елементарними 

перетвореннями над К матрицю А зводимо до трикутного вигляду

Яі 0 0 . . .  0

Яз Я2 0 . . .  0

де У Є GL{n,К). Оскільки || хі х  ̂ ||Аі =  || Х\а\+Х2сіз χιαι 0 ■·· 0 ||, тоді пот­

рібно довести, ЩО Існують такі елементи Хі,Х2 Є Ζ , що

(*іЯі +*2^3/*2^2) =  Ι ­ α)
В матриці А найбільший спільний дільник мінорів другого порядку d£ — рг ■ Отже, 

Й!Й2 =  рГ, де Яі =  рГ\ а2 =  рГ2, Г1 +Г2 =  г, Г\, V2 > 0. Тоді умова (1) виконується при 

наступних х\, Х2 Є Z , (х\, Х2 ) =  1:

1) р \ Х2  (р не ДІЛИТЬ Х2 ), ЯКЩО Г\ >  0, Г2 >  0.

Зауважимо, що якщо р =  р\ + р2 \/к, то (р\ + р2 \/к)(рі — ргу/к) =  а, де а Є Z , а

ділиться на р.

2) р І х2 (р ділить Х2 ) і р \ Х\, якщо Г\ = 0 ,  г2 >  0.

Лему доведено. □

Лема 2.2. Нехай А є М (т , я, K ), m < n і d% =  рг, д е р — просте число з К. Тоді існує

рядок х =  І] х\ ... хт \\, дех\,.. .,хт Є Ζ  такий, що

х А =  ||яїі ... я{„ , (2)

де («ή ,.. . ,α{η) — dι .

Доведення. Нехай A =  ||ягу || ̂ '” , ац Є K, і =  1 ,. . . , m, j  =  1 ,... , n. Доведення проведемо 

методом математичної індукції за m. Для m =  2 твердження справедливе за лемою 2.1. 

Припустимо, що лема справедлива для m — 1. Тобто для матриці

Ат_

Я21 . ■ «2 η

Яші ■ ятп

m-1

існує рядок IÎ 2 · · · tm II / де tj Є Z , і — 2, . . . ,  т  такий, що

II 2̂ ··· tm\\ Ат —1 =  ||̂ 21 ··■ ®2n І

де (яи ,. . . ,  ain) =  d^m~l і a2j =  ΣΤ=ι U*ij* j =  1 ,. . . ,  η.

Доведемо лему для довільного т . Розглянемо матрицю

А\ =

На основі леми 2.1 існує рядок ||х у|| такий, що

IIх  у і і ^ і  =  ΙΙβ ί ι  · · ·
де

т

a{j =  хау + ya2j =  хау + i^i//
і=2

; =  1 ,. . . , и, і (дії, ...,a{n) =  d^, тобто виконується умова (2). Звідси одержимо, що шука­

ним рядком є рядок х =  І *і ... хт У, де х\ =  x, Хі =  ytj, і =  2 ,. . . ,  т . Лему доведе­

но. □

Яц . • 1̂и

Я21 · • Я2 η



Теорема 1. Нехай А є  М(п, K ) і det А =  рг, д е р — просте число з К. Тоді існують 

оборотні матриці Q Є GL{n, Z ) і R є  GL(n,K) такі, що

prl 0 . . 0

Q A R  =
Я21 p"2 . . 0

Дяі fl„2 . . pr"

Т ,

дегг < г 2 < ... < г п і ε(ϋη) < е(рг‘), е(йи) — евклідова норма числа яг·,·.

(3)

Аоведення. Нехай А =  ЦяіуІ^/ я і; Є K, i,j =  1 , . . . , η. На основі леми 2.2 існує рядок 

х=||*і ... *п||, * і, . . . ,*„  Є Z  такий, що хА — \\а'ц ... а{„\\, де (а{\,.. ·,α[η) =  df. 

Відомо [5], що унімодулярний рядок х доповнюється до оборотної матриці

Q
Х\ ■■■ Хп 

*

де * — деякі елементи матриці

Тоді Q A -  а’п -■ α{’  

така, що

=  А\, де (а{\,.. .,a{n) — dA. Існує матриця R\ Є GL(n,K)

pri 0
д21

«яі

S 1

A \ R i — Q A R i

де рГі =  d^1 — df і Λ„_ι - матриця порядку η — 1. Зауважимо, що рГі ділить я,і, і =  

2 , . . . , η і всі елементи матриці А„_і. Отже //’ є першим інваріантним множником мат­

риці А.

Проводимо аналогічні міркування з матрицею А„_і і через скінченну кількість кроків 

за допомогою зазначених вище елементарних операцій зведемо матрицю А до вигляду 

(3). Теорему доведено. □

З Е к в ів а л е н т н іс т ь  п а р  м а т р и ц ь  н а д  к в а д р а т и ч н и м и  е в к л ід о в и м и

к іл ь ц я м и

Лема 3.1. Нехай А, В Є М(2, η,Κ ), η > 2 і d2 =  pr, rff =  4s> АЄ V> Я — прості числа зК . 

Тоді існує рядок \\хі *2І|, * і,*2 Є ^  такий, що

\\хі Χ2 \\Α=\\α{1 ... α{η\\, 

де (βίι,..., αίη) =  djS (fcii,..., &ί„) =  d®·

Аоведення. Нехай А =

*і *2І|В=||Ьи ■·· ЬіяЦ, (4)

Д ц

Д21

Я ія

Д2я
, В

b n  ■■■ b in

Ь ц  ■■■ Ь2п
. Без обмеження загальності,

будемо вважати, що d f =  1 і df =  1. За теоремою 1 існують матриці Q є GL(2,Z) і 

R\,R.2 Є GL{n,К) такі, що

Q A R i
д і 0  0  . . . 0

Яз Д2 0 . . .  0
=  А', QBR2 =

1 0  0  . . .  0  

b qs 0 ... 0
=  В',

де ЯіЯ2 =  Рг.

Тепер необхідно довести, що існує такий рядок ||*і х2 II, х\, хг Є Ζ , що 

1 1 * 1  *2II А1 =  ||*іЯі + *2Яз *2Й2 0 ... 0||,

11*1 *2||в1 =  11*1 + х2ь *2cf о ... о||,

(*іЯі + *2ЙЗ/^2Я2) =  1 (5)

(*1 + X2b,X24S) =  1 · (6)

Оскільки Я1Д2 =  рг, тоді Ді =  рГі, я2 — рГ2, г\, г2 > 0. За лемою 2.1 існують такі х\, х2 Є Z , 

що виконується умова (5). Безпосередньо перевіряється, що умови (5), (6) виконуються 

при наступних * і, *2 Є Z , (*і,*г) =  1:

1) р, q \ *2, і q І *ь якщо q \ b; q\x\, якщо q \ b; якщо гх > 0, гг > 0.

2) р, q І *2, і V’ Я \ *1' ЯКЩ° гі =0 , г2 > 0;
3) якщо гі =  r2 = r =  0, то доведення випливає з леми 2.1 .

Отже, для матриць А і В існує такий рядок ||*і х21|, що виконується умова (4). Лему 

доведено. О

Лема 3.2. Нехай А, В Є Μ(τη,η,Κ), m < n і d* =  pr, d® =  qs,Aep, q — прості числа з 

K. Тоді існує рядок х =  ||*і .. . *т ||, * і , . . . ,  *ш Є Ζ  такий, що

хВ =  ІІЬіі ... b?1п / (7)хА — ||ац · · · Я\п II / 

де (дп,. . . ,  Ді„) =  d f , (Ьп,. . . ,  bin) =  <

Аоведення. Нехай А =  ||яі/||̂  ” / В =  Ц^ІІі*"' яУ'^і/ Є К, ί =  1 =  1,... ,п. Дове­

демо лему методом математичної індукції за т. Для т  =  2 справедливість твердження 

випливає з леми 3.1.

Припустимо, що лема справедлива для т  — 1. Тобто для матриць

Я2 1 · • «2и &21 · • ь2п

Ля—1 =

Яті · • Ятя

І Вт-1=

Ьті · Ьтп

існує рядок О̂ 2 · · · tm ||/ де U Є Z , і =  2 ,. . . , т  такий, що

ІІ2 ··· tmII Ат—\ = ||я21 ··· 2̂я|| І IÎ 2 ··· ^тЦ^т-І У2\ . . .  Ь'2и /

ДЄ

( « й .......... «2 » ) =  < — , ( Ь Й ............ί > 2 „ ) = ^ - '

Й2; — ̂ 2j — Σ  tibjj/ j — 1/ · · · / Я.
i=2 i=2



Доведемо лему для довільного т. Розглянемо матриці:

М  =
Яц ... Яі„ 

Й21 ■ ■ · Я2и
і в1 =

fe ll . . .

&21 · · · Ь2п

На основі леми 3.1 існує такий рядок 11 х у 11, що

I I *  у | | Л  =  | И і  · · ·  II і  I I х  у | | £ і  =  | | ь 1 і

де (яц,. . ., Я\п) , (Ьц,. . ., &іи) ~ і

'

а'у =  хау + ya'2j =  хау + у J]  ttaijt
і= 2

ЬІу =  дсЬіу +  У&2; =  жЬі/ +  у Е  7 =  1/ ■ . · / П.
і=2

Звідси одержимо, що шуканим рядком є рядок X =  Цх! ... * w ||, де Х\ =  X, Хі — y tj, 

і =  2 , . . . ,  т , який задовольняє умову (7). Лему доведено. □

Теорема 2. Нехай А, В Є М(п,К) і det А =  pr, detB =  qs, дер, q — прості числа з К . 

Тоді існують матриці Q Є GL(n,Z) і Rb R2 Є GL(n, К) такі, що

=  Тв, (8)

дегі < г2 < ■ ■ · < r„ і e{a ij) < е(рГі); si < s2 < .. . < s„ і e(bjj) < e(qSi); i,j =  1 , . , . ,η .

Доведення. Нехай А =  ||я,у||™'", В =  ||̂ ;·||̂ 'η, яі;·, bq Є К, і =  1 , . . . ,m , j  =  Ι , , . , ,η .  На

основі леми 3.2 існує рядок х =  ||х1 ... хп\\, х1г. . . ,хп є  Ζ  такий, що

хЛ =  ||яц ... я{„ II, xB=\\b'n ... bin II,

де (я{і, . . . ,  a[n) =  df і (Ьц,. . . ,  Ьіи) =  df. Рядок х можна доповнити до оборотної матриці

X! . . .  Хп

рг1 0 . . 0 qSl 0 . 0

QARi =
Я21 рГг . . 0

= ТА, QBR2 =
b21 qSl . . 0

йп\ Яи2 . рГп Κι K iq82 ■. qSn

Q = . Таким чином,

QA =
яц ... а1п

*
=  АХ і QB =

b n  ■ ■■ b in

*
=  βχ.

Тоді існують матриці Rb R2 Є GL(n, К) такі, що

pr 1 0 0

A iR i — QARi =
я2і

®nl

A-n — 1
, Bi R2 =  QBR2 =

b2\

bnl

Bn-1

де d f1 = df =  рГі, dj 1 =  df = qSl i An_i, Bn_i — матриці порядків η — 1. Зауважимо, що 

рГі ділить йц, і =  2,.. . ,п і ділить всі елементи матриці Л„_ i; ^Sl ділить Ьц, і = 2,.. . ,п і 

всі елементи матриці В„_і. Таким чином рГі і ^Sl є першими інваріантними множниками 

матриць А\ і В\, і, отже, матриць А і В.

Застосовуємо аналогічні міркування до матриць Ап-\ і Ви-і· Продовжуючи цей про­

цес, через скінченну кількість кроків за допомогою вказаних елементарних операцій зве­

демо матриці А і В до вигляду (8). Теорему доведено. □
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We establish that a pair of matrices, which determinants are primes powers, can be reduced 

over quadratic Euclidean ring K  = Z [Vk] to their triangular forms with invariant factors on a 

main diagonal by using the common transformation of rows over a ring of rational integers Z  and 

separate transformations of columns over a quadratic ring K.
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простих чисел, над квадратичними евклидовими кольцами / /  Карпатские математические пуб- 

ликации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 63-69.

Установлено, что пара матриц, определители которьіх являются степенями простих чи­

сел, над квадратичним евклидовим кольцом K = Z  [Vk\ злементарньїми преобразованиями 

над строками над кольцом цельїх чисел Z  и различньїми злементарннми преобразованиями 

над столбцами над квадратичним кольцом К приводятся к треугольньїм формам с инвари- 

антннми множителями на главньїх диагоналях.

Ключевьіе слова и фрази: квадратичное евклидово кольцо, зквивалентность пар матриц.
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Графом коммутативности конечной неабелевой группьі G назьівается граф, вершини ко- 

торого — нецентральньїе злементьі грушіьі G и две различньїе вершини х,у соединяются 

ребром тогда и только тогда, когда ху =  ух. В статье изучаются свойства графов коммутатив­

ности силовских р-подгрупп симметрических групп. Установлени условия связности соответ- 

ствующих графов, а также дани оценки диаметров для связньїх графов.

Ключевие слова и фрази: граф коммутативности, сплетение групп подстановок, силовская 
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В в е д е н и е

Граф без петель и кратньїх ребер, вершинами которого являются нецентральньїе зле- 

ментьі неабелевой группьі G и две вершини х,у соединяются ребром тогда и только 

тогда, когда они коммутируют, назьівается графом коммутативности (англ. commuting 

graph) группьі G. Дополнение к графу коммутативности назьівается графом некоммута- 

тивности. Можно изучать разньїе аспекти влияния свойств данньїх графов на строение 

группьі.

Один из естественньїх вопросов: какие общие свойства сохраняют группьі, имеющие 

изоморфньїе графи коммутативности? Например, известно, что если G — конечная не- 

абелева нильпотентная группа, группьі G и Н  имеют изоморфньїе графьі коммутатив­

ности и одинаковьіе порядки, то Н  также нильпотентна [1]. В то же время граф комму­

тативности не определяет порядок конечной группьі, т. е. существуют конечньїе группьі 

разньїх порядков с изоморфньїми графами коммутативности (соответствующий пример 

приведен в [10]).

Отдельньїй интерес представляет изучение свойств самих графов коммутативности 

(или их дополнений) для разньїх классов конечних групп. С зтой точки зрения, как пра­

вило, исследуются связность графов коммутативности и некоторьіе их числовьіе хара­

ктеристики (например, диаметр или кликовое число). В частности, авторами статьи [6]
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в 2008 году сформулировано следующие предположение: существует такое натураль­

неє число d, что если конечная неабелева группа имеет связньїй граф коммутативно­

сти, то диаметр данного графа не превьішает d. Данное предположение опровергнуто 

в 2012 году путем построения бесконечного семейства специальньїх конечних 2-групп, 

имеющих связньїе графи коммутативности как угодно большого диаметра [7]. Следует 

заметить, что аналогичное утверждение в классе полугрупп тоже неверно, т. е. суще­

ствуют полугруппьі со связннми графами коммутативности как угодно большого диа­

метра [5]. Критерии связности графов коммутативности, а также оценки диаметров свя­

зньїх графов представленн, например, в [6] (для симметрических и знакопеременних 

групп), [2], [3], [4] (для некоторнх классов линейннх групп).

В данной статье изучаются свойства графов коммутативности силовских р-подгрупп 

симметрических групп. В первом разделе представленьї необходимьіе вспомогательньїе 

сведения. Во втором — определеньї условия связности графов коммутативности итери- 

рованньїх сплетений циклических групп простого порядка, а также силовских р-под- 

групп конечних симметрических групп, даньї оценки диаметров для связньїх графов 

коммутативности. Основньїе результати:

1) граф коммутативности группьі Z р I Z p несвязньїй (теорема 2);

2) при п > 3 граф коммутативности группьі I”=1Z p связньїй и его диаметр не превьішает

4 (теорема 3);

3) если граф коммутативности силовской р-подгруппьі симметрической группьі связньїй, 

то его диаметр не превьішает 4 (теорема 4).

1 НЕОБХОДИМЬІЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЬЇЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. Силовская р-подгруппа симметрической группьі Spn, п є  N . Символом Z p будем обо- 

значать поле внчетов по простому модулю р. Рассмотрим аддитивную группу Z p и бу­

дем считать, что Z p действует на себе правими едвигами, т. е. Xа — х  + а, где Xа — образ х  

под действием а. Тогда п-итерированное сплетение группи Z p (как группьі подстановок)

СРр/П =  Zp ?... I Zp =  Ґі=і^р\ Zp^ — Z р,

п

можно определить как группу, злементн которой — зто всевозможние таблицн вида

[й і, я2(х і ), ■ · · ,а„(х\,. . . ,  хп_і)], (1)

где а\ Є Z р, я,(хь . . . ,  Х|_і) Є Z р[х\, · · ·, х/—і] / х\> · · · > ̂ і—i Xf—і) (й/(х і, . . . , Χί_χ) 

приведенннй по модулю идеала (х[ — х\,. . . , χ\_λ — х ,_ і) многочлен над Ζ р). Таблицьі из 

Ур^ действуют на Ζ ” следующим образом: если t =  (ίχ, ti, . . . ,  tn) Є Z ” и u — табліща 

вида (1), то

tU — (t\ + Яі, ί2 + a2(h ),···, tn + «n(il, · · - Лі-1))· (2)

Группа Ур/П изоморфна силовской р-подгруппе симметрической группьі Sp« степени 

рп (см., напр., [11], стр. 104-105, теорема 3.3.3). Строение 7р/П детально изучено в [9]. В ча­

стности, имеет место следующие утверждение (доказательство можно найти в [11], с. 115, 

теорема 3.4.8).

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Предложение 1.1. Центр группьі — циклическая группа порядка р, состоящая из 

всевозможньїх таблиц вида [0,..., 0, а], где а Є Z p.

Введем дополнительньїе обозначения. Пусть [и],· =  яг-(хг_г) =  аі(х і,. . . ,  Хі_і) назива­

єтеся i-й координатой (или і-м координатним многочленом) таблицьі и, [я;(*і-і)]?=і будет 

сокращенньїм обозначением для таблиц вида (1), а ик = [яі,я2(*і), . . ■,ак(хк_-1)} — к-м 

отрежом таблицьі и(к < п). Символом f(x kk) обозначим многочлен, которьій получается 

после приведення многочлена / ( . . . ,  *,· + я,(хі,. . . ,  ...). Тогда, согласно действию (2)

группьі УР'П на Z ", если и =  [я,(хг-і)]"=і и v =  і)]”=і/ то

UV =  \aiixi_x) +  )]”= ! ·  (3)

Нам будут необходимьі следующие свойства многочленов и таблиц.

Лемма 1.1 ([9], лемма 5). Пусть и Є Τ’ρ,η- Приведенньїй многочлен а (хк) будет решени- 

ем уравнения f(xkk) — f ix  к) — 0 тогда и только тогда, когда функция a(xk) постоянна 

на областях транзитивности таблицьі uk. В частности, если щ имеет порядок рк, т. е. щ 

действует транзитивно на Z k, то едднственньїм решением будет a(xk) =  const Є Z p.

1.2. Унитреугольная группа матриц. Пусть GLn (F) — полная линейная группа над по­

лем F. Матрица А = (я,·̂ ·) є GLn (F) назьівается унитреугольной (верхней унитреуголь- 

ной), если αη =  5ц при і > j, где δη — символ Кронекера. Центр группьі UTn(F) — зто ци­

клическая группа, состоящая из унитреугольньїх матриц А =  (я,у), для которьіх ац = 0 

при 0 < j  — і < п — 1. Другими словами, злементьі Z(UNn(F)) — зто унитреугольньїе 

матрицьі сп — 2 нулевьіми диагоналями над главной (при зтом я1п — произвольньїй зле- 

мент поля F).

1.3. Силовские р-подгруппьі симметрических групп. Пусть п Є N , р — простое число, Sn

— симметрическая группа степени и (группа всех биекций на множестве из п злементов).

Теорема 1. Еслип =  я0 + ахр + а2р2 + ... + атрт (0 < я,· < р, і =  Т/т) — представление 

натурального числа n в системе исчисления по основанию р, то силовская р-подгруппа 

симметрической группьі степени n изоморфна прямому произведению ypj X X . . . X

силовских р-поАгрупп симметрических групп степеней р, р2, . . . ,  рт.

Доказательство см., напр. [11], стр. 104 (следствие 3.3.2).

1.4. Граф коммутативности неабелевой группьі. Пусть G — некоммутативная группа с 

центром Z(G). Рассмотрим неориентированньїй граф T(G) с множеством вершин Vp = 

G\Z(G). Две различньїе вершиньї х,у Є Vf соединеньї ребром тогда и только тогда, ко­

гда ху =  ух (х и у перестановочньї в G). Граф Г(С) назьівается графом коммутативности 

группьі G.

Напомним, что две вершиньї назьіваются связньїми в некотором графе, если суще- 

ствует путь, соединяющий зти вершиньї. Бинарное отношение связности является отно- 

шением зквивалентности и разбивает множество вершин графа на классьі, которьіе на- 

зьівают компонентами связности. Граф назьівается связньїм, если он имеет всего одну 

компоненту связности.

Расстоянием рт(х,у) между двумя вершинами х,у в графе Г назьівается длина кра- 

тчайшего пути, соединяющего вершішьі х и у. Диаметром конечного связного графа Г

назьівается величина diam (r) =  тах{/9г(*,у) \х,у Є Vr}· Если х и у принадлежат ра- 

зньїм компонентам связности графа Г, то будем считать, что рі(х,у) =  оо. Диаметр не- 

связного графа также считается равньїм оо. Тот факт, что х и у соединеньї ребром в T(G) 

(рт(х,у) =  1) или злементьі х,у коммутируют в группе G (ху =  ух), будем обозначать 

следующим образом: х ~ у.

Лемма 1.2 ([8], теорема 1.2). Пусть G — А х В.

1) Если А и В — неабелевьі группьі, то diam (rc) < mm{3, d(Tд),(і(Тв)}·

2) Если одна из групп А или В (например, В) — абелева, то diam (rc) =  гі(Г^).

Оценку, данную в пункте 1) леммьі 1.2, можно уточнить.

Следствие 1.1. Если А и В — неабелевьі группьі и граф коммутативности каждой из них 

имеет диаметр не меньше 3, то diam (Г(А х В)) =3 .

Лемму 1.2 и следствие 1.1 можно обобщить на произвольное конечное число сомно- 

жителей.

2 ОСНОВНЬІЕ РЕЗУЛЬТАТИ

2.1. Граф коммутативности группьі ί”=1Ζ ρ. Строение графа коммутативности группьі 

φρ η =  l”=1Zp существенньїм образом зависит от кратности сплетения. Рассмотрим сна- 

чала случай сплетения двух циклических групп простого порядка: =  Ζ ρ / Ζ ρ.

Теорема 2. Граф  коммутативности группьі Урд — Z p l Z  р несвязньїй.

Аоказательство. Базой сплетения ГУР/2 является подгруппа В, состоящая из всевозможньїх 

таблицвида [0,Яг(хі)], где я2(хі) Є Ζ ρ[χι]/(χζ — Хі). Докажем,что злементьі из В\ 2.(УР/г) 

(Х(Урд) — центр группьі УР/2, которьій состоит из таблиц вида [0, я], где я Є Z p) переста­

новочньї в Урд только с злементами из В.

Пусть u =  [0,я2(*і)] Є В \ Ζ(Τρι2), v =  [і>і, Ь2(х і)] Є УРі2· Тогда

u v =  [bi,a2(xi) + b2(x\)}, vu =  [Ьг,Ь2(хі) +я2(хі + h)].

Откуда я2(хі) =  я2(хі + Ь\) для всех Х\ Є Z p. Возможньї два случая.

Случай 1. Если Ь\ ф 0, то я2(*і) =  const и we £(Урд) — противоречие.

Случай 2. Если Ь\ =  0, то v Є В. □

Теорема 3. Прип > 3 граф коммутативности группьі 7Р/П связньїй и diam (r(7р/П)) < 4.

Аоказательство. Пусть таблица u =  Κ (^'-ι)]”=ι — произвольньїй нецентральньїй зле- 

мент группьі УР/Я (по предложению 1.1 центр группьі Ур/П состоит из всевозможньїх та­

блиц вида [0,...,0,я], я Є Ζ ρ). Зафиксируем таблицу w =  [0,...,0, Х\] Є 2,2(УР/П) \ 2,(УргП). 

Для доказательства теоремьі достаточно показать, что в Г(УР/П) существует путь от u до 

w, длина которого не превьішает 2.

Случай 1. Пусть яі =  0 и и — [0,я2(х і),... ,я„(х„_і)]. Непосредственньїе вьічисления 

показьівают, что uw =  wu, т. е. в Г(УР/„) существует путь u ~ w длиньї 1 .

Случай 2. Пусть а\ ф 0. Возможньї следующие вариантьі.



Случай 2.1: и? £  Ζ(ΤΡ)η ). Тогда ир имеет нулевую первую координату. Так как и ~ и? 

И uP ~ w =  [0, . . . ,  0, хх\, то рг(Ур<и) («/ «0 < 2.

Случай 2.2: є  Z(Tp/H). Тогда |и| < р2, так как центр — циклическая подгруппа

порядка р. Более того, поскольку иР =  [0,.. .,0,я], то ирп1 =  [0,.. .,0], т. е. м„_і имеет 

порядок р.

Рассмотрим таблицу ζ =  [0,..., 0,/„ (хп-\)]. Тогда

UZ [йі,ί?2(-̂1 )/···/ Яп — 1 (%п—2)/Я п(Xjj — i) “1“

ZU [йі, Я2 (̂ 1 )/···/ Яц —1 (х«—2)/ f n  (%п — 1) ”1“ (хп — \ )].

Для ТОГО, чтобьі UZ =  ZU необходимо вьіполнение равенства Яп(х„_і) + f n  (^η-Ί) =

f n { x n- 1) +  Я п (Х ц - і)  И Л И

f n ( Xn-\) ~ f n ( X n - 1) =  0. (4)

Так как м„_г имеет порядок р, то ее области транзитивносте на Z ” -1 имеют размер не 

превосходящий p. С другой стороньї, по условию теоремьі п > 3 (т. е. п — 1 > 2) и 

множество Z ”- 1 содержит не менее р2 злементов. Значит, ип—\ имеет более одной орби- 

тьі (области транзитивности). Следовательно, по лемме 1.1 уравнение (4) имеет решения, 

отличние от константи.

Таким образом, найдется такое z, что z £  Z(fPpitt), zu = uzn первая координата z равна 

0. Значит, в Г(Тргп) существует путь u ~ z ~ w =  [0,...,0, *1] длиньї 2.

Итак, любая таблица из УріП \ Ζ•(‘Ρρ,η) соединяется в графе коммутативности Г(Ур и) с 

таблицей w =  [0,. . . ,0 ,х\] путем, длина которого не превьішает 2. Следовательно, 

сІіат(Г(СРр/П)) < 4 . □

Лемма2.1 . £cA iidiam (r(G)) > З, то d iam (r(Zp I G)) > 3.

Доказательство. Напомним, что

Z  p i G =  {[g, h(x)] I g Є Z  p,h(x) : Z p -> G}.

Пусть a,b Є G\ Z(G), рг^  (я, b) > 3 и

, ч f a ,  если x =  0, , , , f Ь, если x =  0,
α(χ) = < , шх) = I '

\ 1g, если ї ^ О ;  \ 1G, если x φ 0;

где 1g — нейтральний елемент группьі G.

Предположим, что в Γ(Ζρ I G) расстояние между злементами и =  [1, я(х)] и ν = 

[1, b(x)] меньше 3. Очевидно, что uv ф vu, так как из u ~ ν следует, что я ~ b в G. Пусть

в Zp I G существует таблица w =  [c,d(x)\ такая, что и ~ τν ~ σ (т. е. ρΓ(Ζ ;g)(u' z;) =  2).

Тогда из равенства ww =  wu (в частности, [мш]г - [и7и]2) по правилу умножения таблиц 

следует

я(х) ■ d(x + 1) =  d(x) ■ а(х + с) для всех х Є Zp. (5)

Аналогично из vw — wv следует

b(x) ■ d(x + 1) =  d(x) ■ b(x + с) для всех х Є Zp. (6)

Возможньї два случая.

Случай 1. Если с =  0, то при всех х Ф 0 равенство (5) принимает вид d(x) =  d(x + 1). 

Зто означает, что d( 1) =  d(2) =  .. . =  d(p) =  d(0), τ. e. d(x) =  d Є G при всех x Є Z p. 

При x =  0 равенство (5) принимает вид ad =  da, то єсть я ~ d в G. Аналогично, из 

равенства (6) при х =  0 следует, что d ~ b в G. Так как Pr(G) (а> Ь) > 3, то d Є Z(G). Ho 

тогда w Є Z (Z p  I G).

Случай 2. Если с ф 0, то при х =  0 из (5) и (6) следует соответственно я · d( 1) =  d(0) и 

b ■ d(l) =  d(0). Откуда получаем я ■ d(l) — b ■ d( 1) или а =  b, что противоречит вибору 

злементов яиі?. □

Предложение 2.1. diam(r([Pp/n)) > 3.

Доказательство. Рассмотрим группу Урд =  [^,^г(х) | g Є Z p,h(x) : Z p —>■ Zp]. Пусть м =  

[І,*?-1] и і? =  [1,1]. Покажем, что р{и,ν) >2.

Действительно, если [я, Ь(х)] ~ і;, то Ь(х +1) =  Ь(х) при всех х Є Zp. Другими словами, 

17 перестановочна только с таблицами вида w =  [а, Ь], где а,Ь Є Zp. С другой стороньї, 

если IV ~ М, ТО Ь + (х + я)Р_1 =  + І7 или (х + я)Р_1 =  При всех X Є Zp. Последнее

возможно только, когда я =  0. Но тогда w Є 2.(Урд). Следовательно, р(и, ν) > 2.

Применив метод математической индукции и лему 2.1, получаем нужное нам утвер­

ждение. □

Верхняя оценка диаметров итерированньїх сплетений, данная в теореме 3, не может 

бить улучшена, про что свидетельствует следующий пример.

Пример 1. Пустьи — [1,Х\,Х\Х2] π ν  =  [1,1, дсідс2]- Тогда pг(α>2з)(u,г,) =

Доказательство. Непосредственно проверяется, что uv ф vu. Путь «о Є У2,3 такая, что 

i/o ~ и. Тогда, сравнивая соответствующие координатньїе многочлени таблиц uuq и UqU, 

получаем ограничения:

uq =  [я, b + ax-ι, c + abx\ + Ьх2 + ах 1X2], где я, b, с Є Z 2.

Аналогично, если vq перестановочна c ν, то

Щ =  [I, l,d + kx 1 + kx2 + ІХ1Х2], где d,k, І e Z 2.

Если UqVq =  VqUq, to  и з  равенства вторих координатних многочленов таблиц UoVo и 

vqUq следует, что я/ =  0. Возможньї два случая.

Случай 1. Если я =  0, то Мо =  [0,Ь,с + І7Х2]. Сравнивая третьи координатньїе много­

члени иоі7о и VoUq получаем, что либо b — 0 (и тогда щ Є ^.(Т^з))/ либо b ф 0 (но тогда 

k -  І =  0 и і70 є ^(Угз)).

Случай 2. Если І =  0, то г70 =  [0,0,d + kx\ + Лхг]· Тогда из равенства третьих координа­

тних многочленов таблиц «о^о и vouo следует, что k =  0. Т. е. 170 Є %(У2,з)· □

В группе Ур;И естественним образом виделяется подгруппа, состоящая из тех и толь­

ко тех таблиц, координатньїе многочлени которих — однородние линейние ПОЛИНОМЬІ. 

Зта подгруппа изоморфна группе UTn (Z р) унитреугольньїх матриц над полем Zp. Усло­

вия связности графов коммутативности унитреугольньїх групп над полем вичетов Zp (р

— простое), а также оценки их диаметров приведени в [8]. Если η > 4, то граф коммута­

тивности группьі ІІТп(Жр) связньїй и имеет диаметр равньїй 3, а граф коммутативности 

группьі иТз(Жр) — несвязньїй (см. [8], утверждение 4.1).



Рассмотрим строение графа Г(ІІГз(Р)), где F — произвольное конечное поле, более 

детально.

Пример2. Если F — конечное поле и |F| =  q, то граф коммутативности Г((ІТз (F)) груп- 

пьі ІІТз(Г) несвязньїй иимеет q + 1 компоненту связности, каждая из которьіх— полньїй 

подграф на q2 — q вершинах;

Аоказательство. Пусть А, В Є ІІТз(Г):

А =  Е + Я12Е12 + «ІЗЕІЗ + а23̂ 23 и В — E + &12Е12 + ^ІЗ^ІЗ + ^23̂ 23/
4------------ V-------------- 4------------ V------------ -

Σα Σ{,

где Е — единичная матрица, Еу — матричная единица (т. е. нулевая матрица, с 1 на пе- 

ресечении i-й строки и ;-го столбца).

Случай 1. Если Я12 =  0 и Я23 ф 0, то

АВ =  Е +  Σ& +  яізЕїз +  Я23Е2З/ =  Е +  +  Я13Е13 +  Я23Е23 +  а2зЬ\2 \̂з-

Тогда из ЛВ =  ВА следует, что ягз^іг =  0, т. е. Ь\2 =  0. Зто означает, что матрицьі

где * — произвольньїй злелемент поля F, (7)

перестановочньї только с матрицами вида (7). Множество таких матриц, за исключением 

матриц принадлежащих центру группьі (центр группьі ІІТз(Г) содержит q злементов), 

формирует компоненту связности Со в Г(ІіТз(Е)), ІСо| =  q2 — q.

Случай 2. Аналогично, если Я12 ф 0 и Я23 =  0, то матрицьі вида

где * — произвольньїй злелемент поля F,

(за исключением центра) образуют еще одну компоненту связности Gq, |Єо| =  |Єд|. 

Случай 3. Если Я12 ф 0 и Я23 ф 0, то

АВ — Е + Σι, + Σι, + яіг^гзЕїз и В А =  Е + Σ& + Σι, + ЬігЯгзЕїз·

Из условия АВ =  В А следует, что Я23&12 =  ^23̂ 12- Если Ьи =  0, то и Ь2з =  0. Зто означает, 

что В Є 2>(ІІТз(Г)). Если Ь\2 ф 0 и Ьгз 7̂  0, то

ψ  =  + (8) 
Я23 »23

Т. е. матрицьі с двумя ненулевьіми злементами над главной диагональю перестановочньї 

только с матрицами, соответствующие злементьі которьіх удовлетворяют (8). Матрицьі 

такого вида формируют компоненту связности Gfc Д  Є F \ {0}, где |С*| =  q2 — q. Число 

таких компонент связности равно q — 1 (по числу ненулевьіх злементов поля F).

Таким образом, общее количество компонент связности равно q + 1. □

2.2. Граф коммутативности силовских р-подгрупп симметрических групп. Оценки ди- 

аметров графов коммутативности силовских р-подгрупп симметрических групп пред- 

ставленьї в следующей теореме.

Теорема 4. Пусть З3 — силовская р-подгруппа группьі Sn. Тогда

1) если η < р2, то У — абелева группа;

2) еслир2 < η < 2р2, то граф коммутативности Г(У) группьі У несвязньїй;

3) если η — Яо + Яір + рк, где 0 < яо, яі < р, а к > 3, то граф коммутативности Г(У) 

группьі З3 связньїй и diam (r (У)) < 4;

4) иначе — граф коммутативности Г((Р) группьі 7 связньїйи diam(r(T)) =  3.

Аоказательство. 1) Если η < р2, то η =  Яо + а\р, где 0 < Я0,Яі < р. По теореме 1 силовская 

р-подгруппа группьі Sn изоморфна прямому произведению У — Уар\ ~ Zp1 — абелева 

группа.

2) Если р2 < η < 2р2, то η =  яо + яір + р2, где 0 < яо,Яі < р. По теореме 1 силовская 

р-подгруппа группьі Sn изоморфна прямому произведению З3 =  х Ур,2- По лемме 1.2

diam(r(T)) =  diam(r(CP^1 х Урд)) =  diam(T(Tp<2)) =  00,

т. е., граф Г(У) — несвязньїй.

3) Если η =  яо + Яір + рк, где 0 < яо, яі < р, а к > 3, то О3 =  х З3̂  и

diam(Г(О3)) =  diam(T(J)̂ 1 х Ур/к)) =  diam (r(yp/fc)) < 4.

4) В остальньїх случаях У будет представлена прямьім произведением как минимум

двух неабелевьіх подгрупп, диаметрьі графов коммутативности которьіх (согласно пре- 

дложению 2.1) не меньше 3. Используя следствие 1.1, получаем diam(r(y)) =3 . □

З ВЬІВОДЬІ И ОБСУЖДЕНИЯ

Гипотеза о существовании ограничения на величину диаметров графов коммутатив­

ности косвенно подтверждалась наличием такого предела в классах многих конечньїх 

групп [2], [3], [4], а также ограниченностью диаметров соответствующих графов для сим­

метрических групп [6]. Аналогичная ситуация возникает при изучении р-групп: диаме- 

трьі графов коммутативности силовских р-подгрупп симметрических групп не превьі- 

шают 4 (теоремьі З и 4), но при зтом все подгруппьі бесконечной серии (предложен- 

ной в [7]) с возрастающими диаметрами являются 2-группами (нильпотентьіми класса

2). Многие классьі подгрупп группьі УР/М описаньї детально (например, в терминах та­

блиц [9]). Позтому возникает естественная проблема поиска тех условий, при которьіх 

классьі подгрупп группьі Ур,п будуть иметь ограничения на величину диаметров соответ­

ствующих графов коммутативности.
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Показано, що кожне лінійне відображення в топологічних векторних просторах завжди 

має слабку властивість Дарбу, отже, буде неперервним тоді і лише тоді, коли воно перехідне.

Для скінченновимірного відображення /  зі значеннями у гаусдорфовому топологічному ве­

кторному просторі наступні умови еквівалентні: (і) /  неперервне; (іі) графік /  замкнений; (ііі) 

ядро /  замкнене; (iv) /  перехідне.

Ключові слова і фрази: лінійне відображення, властивість Дарбу, перехідне відображення, 
замкнений графік, замкнене ядро.

Чернівецький національний університет імені Юрія Федьковича, Чернівці, Україна

1 В с т у п

Вихідним пунктом досліджень даної праці є класична теорема Банаха про замкне­

ний графік [1, с. 35], яка у спрощеному вигляді формулюється так: для довільних ба- 

нахових просторів X і У кожне лінійне відображення /  : X —> У із замкненим графіком 

є неперервним. Пізніше з'явилося багато результатів про неперервність відображень із 

замкненим графіком, які задовольняють різні додаткові умови. Одним з них є результат 

з [3], де доведено, що кожна неперервна за Стеллінґзом функція /  : R  —> R  із замкне­

ним графіком є неперервною. Для цього у згаданій статті введено новий клас функцій 

/  : R  —> R , що дістали назву перехідних, та з'ясовано, що він містить клас функцій із за­

мкненим графіком і що кожна перехідна неперервна за Стеллінґзом функція /  : R  -» R  

є неперервною.

Поняття перехідності було узагальнено в праці [7] на відображення /  : X —>■ У, що 

діють у довільних топологічних просторах. Там же у вступі було зібрано відомі авторам 

результати про декомпозицію неперервності, в яких однією з умов виступає замкненість 

графіка. При цьому виникло природне бажання з'ясувати, в яких із цих результатів за­

мкненість графіка може бути замінена на перехідність, що дає цілу програму для майбу­

тніх досліджень.

Нехай X і У — топологічні простори. Нагадаємо, що відображення /  : X —>■ У нази­

вається перехідним у ТОЧЦІ Xq з X , якщо для кожного околу V ТОЧКИ у о — f { x  о) У про­

сторі У існують окіл U точки xq в X і відкритий окіл W точки уо в У такі, що W C V
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і /(L i) C W U (У \ W). Відображення називають перехідним, якщо воно перехідне у ко­

жній ТОЧЦІ X з X.

Відомо [7, теор. 6]: якщо X — топологічний простір, У — гаусдорфовий локально ком­

пактний простір і f  \ X '? У — відображення із замкненим графіком, то f  — перехідне 

відображення. (Теорема А).

Кажуть, що відображення /  : X —» У має слабку властивість Ларбу, якщо образ /(G) 

кожної області G в X (тобто зв'язної і відкритої в X множини) є зв'язною множиною у 

просторі У.

Наступний результат про декомпозицію неперервності ([7, теор. 5 і 16] та [2, с. 518]) був 

першим кроком у реалізації вказаної вище програми: якщо X — локально зв'язний простір, 

У — топологічний простір, то відображення /  : X —»■ У є неперервним відображенням тоді і 

тільки тоді, коли воно перехідне і має слабку властивість Ларбу. (Теорема В).

Ця теорема покращує як один результат роботи [9], де замість перехідності вимага­

лося наявність замкненого графіка, а замість слабкої властивості Дарбу — звичайна вла­

стивість Дарбу, так і результат праці [8], де замість перехідності розглянуто сильнішу 

властивість.

У цій роботі ми досліджуємо лінійні відображення /  : X —> У, де X і У — довільні топо­

логічні векторні простори (ТВП). Виявляється, що кожне таке відображення має слабку 

властивість Дарбу. Тому з теореми про декомпозицію неперервності негайно випливає, 

що лінійні відображення /  : X —> У будуть перехідними тоді і тільки тоді, коли вони 

неперервні. Втім, неперервність перехідного лінійного відображення в ТВП легко вста­

новлюється і безпосередньо на основі того, що в довільному ТВП існує база заокруглених 

околів нуля.

Нескладно перевірити, що для гаусдорфового ТВП У скінченновимірні лінійні від­

ображення /  : X —> У із замкненим графіком обов'язково перехідні, а значить, непе­

рервні, зокрема, неперервними будуть і лінійні функціонали /  : X —> К із замкненим 

графіком. Виявляється, що замкненість графіка лінійного функціонала /  рівносильна 

замкненості його ядра kerf. Тому отриманий результат еквівалентний відомому крите­

рію неперервності лінійного функціонала в термінах його ядра [4, с. 15]. Ми встановлю­

ємо також, що для скінченновимірних лінійних відображень /  : X —> У наступні умови 

еквівалентні: (і) /  неперервне; (іі) ядро /  замкнене; (ііі) графік /  замкнений.

2 ЛАМАНО ЗВ'ЯЗНІ М НОЖ ИНИ У ВЕКТОРНИХ ПРОСТОРАХ

Символом К позначимо поле R  всіх дійсних чисел чи поле С всіх комплексних чисел. 

Нехай X — векторний простір над полем К і я, b — вектори з X. Відображення ω  : R  —»· X, 

яке задається формулою co(t) =  ta + b ми називатимемо лінійною функцією. Для точок Х\

і *2 З X, невиродженого відрізка [χ,β] числової прямої і лінійної функції ω  (t) =  ta + b 

звуження ω \[Λββ], Для якого ω(α) =  xj і ω(β) =  Х2 , назвемо прямолінійним шляхом, що 

з'єднує точки х\ і х2.

Лема 2.1. Для будь-яких точок х\ і Х2 з векторного простору X і невиродженого відрізка 

[ос, β] існує єдиний прямолінійний шлях ω  : [ос, β] —> X, який з'єднує точки х\ і х2.

Аоведення. Розглянемо стандартний прямолінійний шлях ωο(Λ) =  (1 — λ)χ\ + λχ2,

0 < Λ < 1, Щ О з'єднує ТОЧКИ Х\ І Х2, лінійну функцію 7 ,  що переводить відрізок [ос, β]  у

відрізок [0,1], яка задається формулою j ( t )  =  і їх композицію ω  =  ωο о 7 .  Зрозуміло,

ω ( ή  =  co0( y ( t ) )  = t a  +  b,

Ae a  =  ^  і b =  причому

α ; ( а )  — а?о(0 ) =  х і  і  ω ( β )  —  <χ>ο(1) —  χ ι ·

Таким чином, ω  — прямолінійний шлях, заданий на відрізку [ос, β ] ,  що з'єднує х і  і х г · 

Нехай ω* ( t)  =  t a* + b *  — довільний прямолінійний шлях на відрізку [ос, β ] ,  який з'єд­

нує точки Хі  і Х2- Тоді ω * ( α )  =  oca* +  b* =  Х\ і ω * ( β )  =  β α *  +  b* —  X2, звідки отримуємо, 

що (β  — oc)a* —  Х2 — х \ ,  тобто α* =  ΧβΖ.χαι =  а ,і

, * * Х2 — Хі βΧ\ — OCX 1 — ЛХ2 +  0СХ\ βΧ\ — 0СХ2 ,
b* =  х і  -  oca =  x i  -  ос— -------- =  --- ------------ ---------------------- =  ---------- =  b.

β -  ос β -  ос β -  ос

Отже, ω* =  ω . □

Нехай xq,x\, . . .  ,xn — довільні точки векторного простору X і [ос,β]  — невироджений 

відрізок числової прямої. Ламана, що породжена точками х0, х і , . . . ,  хп, — це відображення

1 : [ос, β]  —»· X, для якого існує таке розбиття ос =  io < h < ■ ■ ■ < t n — β ,  що для кожного

k —  1, . . . ,  П звуження l\[tk_utk] -4е прямолінійний ШЛЯХ, Щ О з'єднує ТОЧКИ Xfc_! І Xfc.

Лема 2.2. Нехай X і У — векторні простори, /  : X —>■ У — лінійне відображення, 

х о , х \ , . . . , х п — точки з  X, уїс =  /(xfc) при k =  0, . . . , « ,  Z : [ос, β] —> X — ламана у  про­

сторі X, що породжена точками x q , . . .  , х п з  X. Тоді /  о  І —  це ламана у  просторі У, що 

породжена точкамиуо,... ,уп з  У.

Аоведення. За умовою існує таке розбиття ос =  to < ■ ■ ■ < tn =  β ,  що звуження l\[tk_l>tk] — 

це прямолінійний Ш ЛЯХ, ЯКИЙ з'єднує ТОЧКИ Xjt_l І Х/с при k — 1 ,. . . , n. Тоді для k =  і , . . . , η 

існують такі вектори і Ь̂  з X, щ о /(f) =  ta  ̂+ b̂  при ί*-_ι < t < tk, причому/(ijt-i) =  xk- 1
i l(tk) =  xk. З лінійності відображення /  випливає, що при ί*·-ΐ < * < h  ДЛЯ кожного 

k =  1 , . . . ,п

(J О /)(() = /(/(f)) = f(tat + h ) =  tf(at) +f(bt)

при цьому {J О /)(fy) =  /(!((/)) =  fix ,) =  і/, для кожного j =  0 ,... .η . Тому /

— це прямолінійний шлях, що з'єднує точки yk-\ і ук в У, а значить, /  о І — ламана, що 

породжена точками уо,. . . ,  уп в У. □

Точки хо і х з підмножини Е векторного простору X називатимемо ламано зв’язними 

в Е (і позначатимемо хо f  х), якщо існує така ламана І : [α,β] —> Е зі значеннями у 

множині Е, що І (ос) =  Хо і 1( β )  =  х. Про таку ламану кажуть, що вона з'єднує точки хо

і х у множині Е. Підмножину Е векторного простору X  назвемо ламано зв'язною, якщо 

будь-які її дві точки є ламано зв'язними в Е.

Лема 2.3. Для будь-якої п ід м н о ж и н и  Е векторного простору X відношення ~ ламаної 

зв'язності в Е — це відношення еквівалентності на множині Е.



Ловедення. Перевіримо лише транзитивність відношення залишивши перевірку ре­

флексивності і симетричності цього відношення читачеві.

Нехай x' ~ x" і x" ~ x1" . Покажемо, що x' £ х "'. За умовою існують ламана V : [а', β'] —> 

Е, що породжується точками х[у . . . ,  х'п,, де х'0 =  x' і х ', =  х", і ламана Z" : [а", /В"] ->· Е, що 

породжується точками х Ц , х",„ де Хд =  х" і х"„ =  х'". Розглянемо довільний невиро- 

джений відрізок [а, β] і лінійні функції 7 ' і 7 ", що переводять відрізок I' =  [а, ^-] у відрі­

зок [а', β'], а відрізок І" =  /3] у відрізок [α/;, β"]. Визначимо функцію І : [а, β] —> Е, по-

кладаючи/(£) =  l'(Y (t)) π ρ π ί  Є =  / " ( при t Є І". Нескладно перевірити, що

І — це ламана, що породжується точками x' =  χ„, х\,.. . , х'п, =  х" =  х„, х'/,. . . ,  х"„ =  х'",

причому ί([α,/5]) С £. Таким чином, x' ~ х " ' .  □

Лема 2.4. Кожна зрівноважена множина у  векторному просторі є ламано зв'язною.

Ловедення. Нагадаємо, що множина Е — зрівноважена, якщо для кожної точки х Є £ і 

для довільного скаляра Л такого, що |А| <  1, обов'язково виконується Ах Є £. Оскільки 

порожня множина автоматично ламано зв'язна, то припустимо, що £ Ф 0 . Тоді існує 

точка Хо Є Е, а з нею і 0 =  0 · Хо Є £, адже |0| =  0 < 1.

Розглянемо довільні точки х\ і х2 з множини £ і функцію

1(0 = { (1 - 2ί)*ι, 0 < t < \ ,

(21 - 1 )х2, j < t  < 1 .

Оскільки 0 < 1 — 2ί < 1 при 0 < t < \ i 0 < 2 t  — 1 < 1 при \ < t < 1, то /(f) Є £ для всіх

0 < t < 1 на основі зрівноваженості множини £. Звуження І на відрізки [0, 5] і [̂ , 1] — це 

лінійні функції, причому /(0) =  хі, /(j) =  0 і / (1) =  х2. Таким чином, / : [0,1] —>· Е — це 

ламана, що породжена точками х\, 0 і х2, яка з'єднує точки хі і х2 у множині £, і тому Е

— ламано зв'язна множина. □

З Л а м а н о  з в 'я з н і м н о ж и н и  у  т о п о л о г іч н и х  в е к т о р н и х  п р о с т о р а х

Нехай тепер X — це топологічний векторний простір над полем К. Тоді довільна лі­

нійна функція ω  : R  —>■ X, co(t) =  ta + b, буде неперервною, адже додавання і множе­

ння на скаляр у ТВП — це неперервні операції. Тому і довільний прямолінійний шлях 

ω  : [a, β] X і кожна ламана І : [ос, β] —>· X — це неперервні функції. Звідси негай­

но випливає, що кожна ламано зв'язна множина в ТВП є лінійно зв'язною, а значить, і 

зв'язною.

Лема 3.1. Аовільний ТВП X є локально ламано зв'язним простором, тобто в кожному 

околі довільної точки з X міститься деякий ламано зв'язний окіл цієї ж точки.

Ловедення. Добре відомо [6, с. 14], що зрівноважені околи нуля утворюють базу околів 

нуля в довільному ТВП, тому в кожному околі нуля в X міститься деякий зрівноважений, 

а значить, і ламано зв'язний окіл нуля.

Нехай тепер х — довільна точка з Х і и х — її окіл в X. Тоді існує такий окіл нуля U, 

що Ux =  x + U. Нехай V — зрівноважений окіл нуля, який міститься в U. За лемою 2.4 

він є ламано зв'язним. Таким же буде і його зсув Vx =  x + V на вектор х, бо операція

зсуву, очевидно, переводить ламані в ламані, адже для лінійної функції co(t) =  ta + b і 

функція ω(ί) + x =  ta + b + x буде лінійною. Оскільки Vx — це окіл точки x і Vx C Ux, то 

все доведено. □

Лема 3.2. Кожна область у  довільному ТВП є ламано зв'язною множиною.

Ловедення. Розглянемо довільні точки хо і х області G і доведемо, що Хо £ х- Для цього 

розглянемо множину

G* =  {х* Є G : х0 ~ х*}.

Ця множина непорожня, бо Хо Є G*. Покажемо, що вона відкрита і замкнена в G.

Нехай х* Є G*. Тоді Хо 5 х* за означенням множини G*. Оскільки х* Є G і множина G 

відкрита, то G — це окіл точки х* в X. За лемою 3.1 існує такий ламано зв'язний окіл U 

точки х* в X, що U C G. Нехай u — довільна точка з U. Оскільки U ламано зв'язний, то 

х* ~ и, а значить, і x* ~ u, адже U C G. За лемою 2.3 звідси отримуємо, що Хо £ u, отже, 

u Є G*. Таким чином, U C G*, отже, множина G* відкрита в X і в G.

Нехай х* Є G і х* Є G*. За лемою 3.1 існує такий ламано зв'язний окіл U точки х* в X, 

що U C G. Оскільки х* — це точка дотику множини G*, то U П G* ф 0 , тому існує точка 

u Є U П G*. З того, що u Є G* випливає, що хо £ и. Але u і х* належать до U. З ламаної 

зв'язності U випливає, що u ~ х*, а з включення U C G і те, що u ~ х*. Знову застосувавши 

лему 2.3, отримаємо, що хо g х*, отже, х* Є G*. Це дає нам замкненість множини G* у 

множині G.

Таким чином, G* — це непорожня відкрита і замкнена підмножина у зв'язній множині 

G, тому G* =  G. Звідки х Є G*, а значить хо £ х. □

4 Л ін ій н і  в ід о б р а ж е н н я  і с л а б к а  в л а с т и в іс т ь  Д а р б у

З означення лінійного відображення легко вивести наступний результат.

Лема 4.1. Нехай X і У — векторні простори над полем K , Е — ламано зв'язна множина в 

X i f  : X —» Y — лінійне відображення. Тоді f(E ) — ламано зв'язна в Y.

Ловедення. Нехай уоіу  — довільні точки з/(Е ). Існують такі точки хо і х з £, щ о/(хо) =  уо

і /(х ) =  у. Оскільки множина Е ламано зв'язна, то існує така ламана І : [α, β] —>· Е, що 

І(ос) =  Хо і 1(β) =  х. За лемою 2.2 композиція /  о  І буде ламаною в множині /(Е ), адже 

(/°Ζ )([α ,$ ) = /(/([*,£])) С /(Е ), причому ( / о І)(а) =  f  (1(a)) =  f(x0) = у о і( / о / ) (0 )  =  

f ( l (β)) =  f^x) =  у. Це доводить, що /  о  І —  це ламана, яка з'єднує точки уо і у у множині 

/ (£ ) , отже, множина /(Е ) ламано зв'язна. □

Теорема 1. Нехай X і У — ТВП і f  : X —> У — лінійне відображення. Тоді f  має слабку 

властивість Лдрбу.

Ловедення. За лемою 3.2 довільна область G в X буде ламано зв'язною множиною. Тоді за 

лемою 4.1 і образ /(G ) буде ламано зв'язною множиною, а значить, лінійно зв'язною, а то­

му і зв'язною множиною. Таким чином, лінійне відображення переводить кожну область 

у зв'язну множину, отже, воно має слабку властивість Дарбу. □



5 Е к в ів а л е н т н іс т ь  н е п е р е р в н о с т і і п е р е х ід н о с т і д л я  л ін ій н и х  в ід о б р а ж е н ь

З теореми 1 і згаданої у вступі теореми В про декомпозицію неперервності випливає

Теорема 2. Лінійне відображення f  : X —>· Y, що діє в довільних ТВП, буде неперервним 

тоді і тільки тоді, коли воно перехідне.

Аоведення. За теоремою 1 відображення /  має слабку властивість Дарбу, а тоді з теоре­

ми В отримуємо потрібну декомпозицію неперервності. Теорему В можна застосовувати, 

оскільки за лемою 3.1 кожний ТВП є локально зв'язним. □

Наведемо також і безпосереднє доведення теореми 2 в бік достатності. Нехай /  — лі­

нійне перехідне відображення. Доведемо, що /  неперервне. Для цього досить встановити, 

що /  неперервне в нулі. Нехай V — довільний окіл нуля в У. Оскільки /  перехідне в точці

0, то існує такий окіл нуля U в X і відкритий окіл нуля Vo в У, що f{U ) C Vo U (У \ Vo). 

Існує такий зрівноважений окіл нуля Ііо в X, що ііо Я ϋ · Покажемо, що /(ііо ) Я Vq. З 

леми 2.4 випливає, що ііо — це ламано зв'язна множина. Тоді образ /(ііо ) теж ламано 

зв'язний за лемою 4.1. Він же, очевидно, буде і зв'язним. Крім того, /(0) Є /(Ііо ) П Vo Ф 0

і /(Lio) Q /(Li) Q Vo U (У \ Vo). Оскільки множина /(Ііо ) зв'язна, то /(ііо ) Q Уо-

6 Те о р е м а  п р о  з а м к н е н и й  г р а ф ік  д л я  с к ін ч е н н о в и м ір н и х  в ід о б р а ж е н ь

Нагадаємо, що лінійне відображення /  : X —> У називається скінченновимірним, якщо 

його образ im f =  /(X ) — це скінченновимірний підпростір простору У.

Теорема 3. Нехай X iY  — ТВП, причому простір У гаусдорфовий, /  : X —» У — лінійне 

скінченновимірне відображення із замкненим графіком. Тоді /  — неперервне відобра­

ження.

Аоведення. За умовою образ Уо =  /(X ) — це скінченновимірний лінійний підпростір про­

стору У, який буде гаусдорфовим, бо таким є простір У. Нехай n =  dimYo — вимірність 

простору Уо- Як відомо [5, с. 18], існує ізоморфізм φ : Уо -* К” простору Уо на арифме­

тичний простір Ки з топологією добутку η екземплярів поля К. Оскільки простір Кп 

локально компактний, то таким буде і ізоморфний до нього простір Уо-

За умовою графік G rf відображення /  — це замкнений підпростір добутку X х У, 

причому G rf C X х У0. Тоді G rf буде замкненим і в підпросторі X х Уо добутку X х У, 

отже, /  має замкнений графік як відображення з X в Уо-

За теоремою А відображення /  перехідне, а за теоремою 2 воно неперервне, що й 

треба було довести. □

Теорема 4. Нехай X — ТВП над полем К і /  : X —> К — лінійний функціонал із замкне­

ним графіком. Тоді /  — неперервний функціонал.

Аоведення. Справді, лінійний функціонал є скінченновимірним лінійним оператором, бо 

dim К =  1. Тому це твердження випливає з теореми 3. □

Теорему 4 легко довести і безпосередньо. Справді, якщо G rf замкнений, то буде за­

мкненим і ядро кег/, аджекег /  =  <p_1(G r/n  (X х {0})), де < р :Х - > Х х  {0}, φ(χ) =  (х,0),

— гомеоморфізм простору X на підпростір X х {0} добутку X х У. Тоді за відомим кри­

терієм неперервності лінійного функціонала [4, с. 15] /  буде неперервним.

Цікаво, що наступне твердження можна довести, не використовуючи щойно згаданий 

критерій.

Теорема 5. Для лінійного функціонала f  : X —>· Ж., заданого на довільному ТВП, наступні 

умови рівносильні:

(i) f  неперервний;

(ii) граф ік G rf замкнений в X x К;

(Ні) ядро kerf замкнене в X.

Доведення. Імплікація (і) => (ііі) очевидна, адже кег/  =  / -1(0), імплікація (іі) =Ф> (і) — 

це теорема 4. Доведемо, що (ііі) => (іі). Нехай ядро кег/ замкнене в X. Доведемо, що

і графік G rf теж замкнений в Х х К . Якщо /  =  0, то це очевидно. Тому вважаємо, що 

/  ф 0. Нехай (pj)jej — Це сітка точок pj =  (xj,yj) з графіка G rf, яка збігається до деякої 

точки р =  (х,у) Є X x К. Покажемо, що р Є G rf. Ясно, що Xj —> х в X і у;· —> у в К, 

причому yj =  / (xj) для кожного ;. Оскільки f  ф 0, то існує така точка я Є X, що f(a ) =  1. 

Тоді f(x j - yja) =  f(x j) - y jf(a ) =  f(x j) - f(x j) =  0, отже, Xj - ŷ a Є ker/  для кожного j. 

Але Xj — yjCi —> x — у a в X, тому і х — у a Є кег/, адже ядро кег /  замкнене. Звідси випливає, 

що 0 =  f(x  -  ya) =  f(x ) -  yf(a) =  f(x ) - у, отже, f(x ) =  у, а значить, p e G rf, що і дає 

нам замкненість графіка G rf в добутку X x К. □

Таким чином, згаданий критерій неперервності лінійного функціонала є наслідком 

теореми 4 і сама теорема 4 випливає з нього. Тому цей критерій є теоремою про замкне­

ний графік для лінійного функціонала.

Теорему 5 можна узагальнити на скінченновимірні відображення.

Теорема 6. Нехай X iY  — ТВП, причому простір У гаусдорфовий, /  : X —> У — лінійне 

скінченновимірне відображення. Тоді наступні умови еквівалентні:

(i) /  — неперервне відображення;

(ii) граф ік G rf замкнений в X х У;

(iii) ядро кег /  замкнене в X.

Доведення. Імплікації (і) => (іі) і (і) =4> (ііі) очевидні·

(іі) => (Ці). Нехай G rf — замкнена множина в X х У. Розглянемо гомеоморфізм ір : 

X х {0} —>· X, де ір(х, 0) =  х. Тоді ip(Grf П (X х {0})) =  кег/. Множина G rf є замкненою 

X х У за умовою. Оскільки простір У гаусдорфовий, то одноточкова множина {0} буде у 

ньому замкненою, а тому і множина X х {0} буде замкненою в добутку X х У. Оскільки 

при гомеоморфізмі образ замкненої множини є замкненою множиною, то множина кег/ 

замкнена в X.

(Пі) => (і). Нехай Уо =  /(X )· За умовою Уо — скінченновимірний лінійний підпро­

стір простору У. Припустимо, що n =  dimyo і у\,уг, ···,]/« — базис підпростору Уо-



Тоді для довільної точки у Є Уо існує такий єдиний набір скалярів сі\,сс\, .. . ,оіп, що
П

у =  Е  акУк- Покладемо (р{у) =  (« і,... ,осп). Оскільки простір У, а отже і Уо, є гаусдор-
к=1

фовим, то відображення φ : Уо —>· К" є ізоморфізмом ТВП [5, с.18]. Нехай φ(/(χ)) =  

(/і М '/г М / •■•rfn(x))· Відображення f k : X —*■ К — це лінійні функціонали.
П

Нехай ядро ker/ замкнене в X. Зрозуміло, що ker/ =  f| кет f k. Покажемо, що ядра
к=1

ker замкнені в X для кожного к =  1,2,... ,п. Міркування проведемо індукцією відносно 

п. При п =  1 маємо, що ker /  =  ker / і і тому ker/ і — замкнена множина.

Нехай п =  2. Покладемо L =  ker /  і Lk =  ker / fc, k =  1,2. У випадку, коли, наприклад, 

Li С І 2, то Li =  L — замкнена множина. Тому і множина L2 теж замкнена, адже L2 =  L\ 

або L2 =  X. Так само буде, коли L2 C Li. Тому припустимо, що L\ £  L2iL 2 £  L\.

Оскільки Li 2 L2, то існує точка Х\ Є L\\ L2. Оскільки хг ^  І 2, то /г(хі) ф 0 і 

ми можемо розглянути точку Αχ =  fafay що входить в Li і для неї / 2(йі) =  1. По­

кажемо, що Li =  L + (яі). Нехай х Є L\. Тоді у =  х — f 2ix)aі Є І4 . Крім того, 

/ 2(у) =  / 2(*) — /2(*)/2(« і) =  / 2(*) —fz(x) — 0 і тому у Є L2. Таким чином, у Є L =  L\nL2

і х =  у + /г(*)я і ί  И  (яі). Нехай тепер х Є L + (яі). Тоді х =  у + Ляі, де у Є L i 

А є К. Оскільки /і(х ) =  / і (у) + А /і(яі) =  0, то х Є Lj. Аналогічно встановлюється, що 

існує така точка Яг Є L2\Li , що L2 =  L + (а2). Оскільки множина L замкнена, а (я*) — 

одновимірний підпростір, то множини Lk для к =  1,2 теж будуть замкненими, адже сума 

замкненого лінійного підпростору і скінченновимірного підпростору у довільному ТВП 

буде замкненою.
П

Здійснимо індуктивний крок. Нехай и > 2 і L =  f| Lk — замкнена множина. Покаже-
к=1

мо, що множини ker/fc =  Lk замкнені для к =  1 ,2 ,..., п. Розглянемо звуження gk =  fk\in,
η — 1

k =  1 ,2 ,..., π — 1. Оскільки ker gk =  Ln (Ί ker f k, то f| ker gk =  L — замкнена множина.
k=1

За індуктивним припущенням множини ke r^  замкнені для к — 1 ,2 ,... ,п — 1. Оскіль­

ки ker/n П кет fk =  kergk для k =  1, 2, . . . , η — 1, то за доведеним множини ker/„ i ker f k 

замкнені для k =  1,2, . . . , η — 1 .

Таким чином, ми встановили, що ядра ker/*· замкнені в X для к — 1,2,.. .,п . То­

му функціонали f k : X —> К неперервні для к =  1, 2, . , . ,η . Отже, і відображення 

Ψ 0 f  ~ i f 2л · · · ’ fn) '■ X —> К" неперервне, а значить і /  : X —>· У — неперервне, адже 

φ — ізоморфізм ТВП Уо та Кп і тотожне вкладення Уо ^  У неперервне. □

Зауважимо, що можна навести безпосереднє доведення імплікації (ііі) => (іі) теореми 

6, використавши цю ж імплікацію з теореми 5. Тому теорему 6 можна вивести і з теореми 

3.

У доведенні теореми 6 ми використали таке твердження: якщо L — замкнений лі­

нійний підпростір ТВП X і М  — скінченновимірний лінійний підпростір X, то їх сума 

N =  L + М буде замкненою в X. Воно доводиться таким чином. Фактор-простір X =  X /L  

буде гаусдорфовим [5, с. 22], адже підпростір L замкнений. Образ π(Ν) =  п(М) — М 

простору N при фактор-відображенні π  : X —> X, 7г(х) =  x =  x + L, буде скінченно- 

вимірним підпростором гаусдорфового ТВП X, отже, він буде замкненим в X [5, с. 20]. 

Але N =  7Г-1(М), отже, N буде замкненим в X, бо фактор-відображення π  : X  —>■ X 

неперервне.

7 П р и к л а д  н е п е р е х ід н о г о  л ін ій н о г о  в д о б р а ж е н н я  із  з а м к н е н и м  г р а ф ік о м

Розгляглянемо банахів простір С[я, Ь] всіх неперервних функцій у : [я, Ь] —> 1R, наділе­

ний рівномірною нормою ||уII =  max |у(ί) |.
a< t<b

Теорема 7. Нехай X =  С1 [я, Ь] — нормований простір всіх неперервно диференційовних 

функцій х : [я, Ь] —)■ R, заданих на невиродженому відрізку [я, Ь] числової прямої, наділе­

ний рівномірною нормою II · Ц, У =  С[я, Ь] — банахів простір всіх неперервних фуніщій 

у : [a,b] —» R  з тією ж  рівномірною нормою || ■ || і D : X —ї Y, Dx — x', — оператор ди­

ференціювання. Тоді D — лінійний скрізь розривний оператор із замкненим графіком, 

який не є перехідним.

Ловедення. Нехай х„ —»■ х у просторі X і у„ =  Dx„ =  х'п —> у у просторі У. Тоді х„ (ί) =4 χ(ί) 
на [a,b] і x'n(t) =4 y(f) на [я, Ь]. За класичною теоремою аналізу х'(£) =  у(£) на [я,Ь], тобто 

Dx =  у. Це дає нам замкненість графіка оператора D.

Лінійність D очевидна. Розривність у нулі оператора D випливає з того, що послідов­

ність неперервно диференційовних функцій х„ (t) =  рівномірно прямує до нуля на 

[a,b\, але послідовність їх похідних x'n(t) =  cosnt навіть поточково на невиродженому 

відрізку [я, Ь\ до нуля не прямує. Тому оператор D розривний в нулі, а отже, і в кожній 

точці як лінійний оператор.

Нарешті, D не може бути перехідним згідно з теоремою 2, адже перехідні лінійні опе­

ратори завжди неперервні. □

Автори висловлюють вдячність Т.Банаху, Р.Коті, О.Маслюченку та В.Михайлюку за 

участь в обговореннях і корисні поради.
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Показано, что каждое линейное отображение в топологических векторних пространствах 

имеет слабое свойство Дарбу, а значит, будет непрернвннм тогда и только тогда, когда оно 

переходное. Для конечномерного отображения /  со значеннями в хаусдорфовом топологи- 

ческом векторном пространстве следующие условия равносильньї: (і) /  непрерьівное; (іі) гра- 

фик /  замкнут; (ііі) ядро /  замкнуто; (iv) /  переходное.
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Встановлюється загальний вигляд розв'язків диференціальних рівнянь з частинними похі­

дними першого порядку у класі нарізно диференційовних функцій.
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В с т у п

Розв'язування диференціальних рівнянь з частинними похідними за мінімальних ви­

мог, тобто розв'язування того чи іншого диференціального рівняння в класі функцій, 

які задовольняють строго необхідні умови для існування виразів, що входять у дане рів­

няння, беруть свій початок з класичної праці Р.Бера [2]. В ній було показано, що кожний 

неперервний за сукупністю змінних нарізно диференційовний, тобто диференційовний 

відносно кожної змінної зокрема, розв'язок /  : R 2 —> R  рівняння

ди ди ...

3 ^ + ' ( )

має вигляд f(x,y) =  φ(χ — у). У зв'язку з цим Р.Бер в [2] поставив питання про те, чи 

зберігається вигляд розв'язків рівняння (1) у класі нарізно диференційовних функцій. 

Результат Р.Бера, як і його питання, були пізніше продубльовані в [4].

Подальші вивчення розв'язків диференціальних рівнянь з частинними похідними за 

мінімальних вимог були пророблені в роботах [5, 6,1, 3, 7]. Зокрема, в [7] було розвинуто 

метод Р.Бера, застосований в [2], і встановлено, що його питання має позитивну відповідь. 

Фактично в [7, теорема 4.3, наслідок 4.4] був доведений наступний результат, який там 

сформульований для функції /  : R 2 —> R.

Теорема 1. Нехай k Є R , k Ф 0, /  : (a,b) x (c,d) -» R  — така нарізно диференційов- 

на функція, щ о f'x(p) + kfy(p) =  0 для кожного р Є (я, b) x (c,d). Тоді існує визначена 

на відповідному інтервалі диференційовна функція φ така, що /(х ,у ) =  q>(kx — у) для 

довільного (х, у) Є (я, b) x (c, d).
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У зв'язку з цим природно виникає питання про вигляд розв'язків диференціальних 

рівнянь з частинними похідними першого порядку зі змінними коефіцієнтами у класі 

нарізно диференційовних функцій. У даній статті ми досліджуємо розв'язки деяких ти­

пів таких рівнянь і встановлюємо, що вигляд таких розв'язків є аналогічним до вигляду 

розв'язків класичних рівнянь першого порядку.

1 В и п ад ок  д од ат н и х  коеф іц ієнт ів

Спочатку з допомогою стандартних міркувань доведемо узагальнення теореми 1 на 

випадок строго додатних коефіцієнтів.

Теорема 2. Нехай a : (a,b) —> R  і β : (c,d) —» R  — строго додатні функції, які мають 

первісні u : (a,b) -> R  і v : (c, d) -> R  відповідно, і /  : (я, b) x (c, d) -> R  — така нарізно 

диференційовна функція, що

β(ν)/χ(χ>ν) +  к{х)Ґу{х'У) =  0 (2)

для всіх (х, у) Є (я, b) x  (c, d). Тоді існує така диференційовна функція φ, що

Ї(Х'У) =  ? ( « ( * ) - % ) )

для всіх (х, у) Є (a,b) x (c,d).

Аоведення. Розглянемо функції s =  и(х) і t =  v(y). Оскільки u'{x) =  α(χ) > 0 і ν '(у) =  

/З (у) > 0, то функції u і ν строго зростають. Тому існують обернені функції x =  x(s) =  

U-1(s) І у =  y(t) =  причому ЦІ функції Є диференційовними І x'(s) =  4 т  =  -J-J14- [X ] ОСІХ)

Позначимо (йі,Ьі) =  (и(х) : х Є (a,b)} і (c^di) =  (у(у) : у Є (c,d)}. Тепер розглянемо 

функцію g : (йі,Ьі) x (ci,di) —> R ,g (s,i) =  /(x(s),y(i)). Оскільки/  нарізно диференці­

йовна, то

g's(s,t) =  /'(x (s),y (f)) -x'(s) =  fx(x(s),y(t)) ·~

g't(s,t) =  fy{x{s),y(t)) ■ β ^ ή γ

Отже, функція g нарізно диференційовна і, врахувавши, що /  задовольняє (2), одер­

жимо

SsM )+ g{(s,i) = 0.

Тому, згідно з теоремою 1, існує така диференційовна функція φ, що g(s, t) =  cp(s — t). 

Отже,

f(x>y) = g(u(x),v(y)) =  <p(u(x) -v(y)).

2 ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Твердження 2.1. Нехай f  : (я, b) x R  —> R  — неперервна відносно перш ої змінної фун­

кція, u : (я, Ь) —>■ R  — неперервна функція, ψ\,ψ2 '■ R  —>■ R  — неперервні функції і 

Хо ^ (я, Ь). П ри цьому, ці функції задовольняють умови /(х , у) =  φι(и(х) — у) для довіль­

них x  Є (я, Хо), у Є R i/(x ,y ) =  Cp2 (u(x) —  у) ДЛЯ ДОВІЛЬНИХ X Є (Х о ,Ь ),  у Є R. Тоді ψι =  ψ2 

if(x ,y ) =  cpi(u(x) — у) ДЛЯ ДОВІЛЬНИХ X Є (я, Ь) іу  Є R.

Аоведення. /(хо,у) =  lim  /(х ,у ) =  lim  <рі(м(х) — у) =  <pi(w(xo) — у). З іншого боку,
дг—>-д:о—0 X—>*о- 0

/(х 0,у) =  lim  /(х ,у ) =  lim  ®2(и(дс) - у) =  <р2(и(*о) - у).
X—»*0+0 х—>ДГо+0

Отже, <рі (w(xo) — у) =  <р2(я(Хо) — у) ДЛЯ всіх у Є R , звідки отримуємо потрібне. □

Теорема 3. Нехай a : R  —> R  функція, яка задовольняє наступні умови:

1) а -1 (0) — замкнена, не більш ніж зліченна множина;

2) якщо ос (х) 0 на інтервалі І СЕ., то α зберігає знак на І;

3) а має первісну функцію u : R  —> R;

і /  : R 2 —> R  така нарізно диференційовна функція, що

/'(х ,у ) +а(х)/у(х,у) =  0 (3)

для будь-яких (х,у) Є R 2. Годі існує така диференційовна функція φ, що /(х ,у ) =

?(«(*) -  у)·
ОО

Аоведення. Позначимо F =  а -1 (0). ТодіR\F =  jj W„,де (W„)“=1 — послідовністьінтер-
n=1

валів числової прямої. Позначимо через 3 сукупність усіх таких інтервалів І =  (я, b) C R, 

що для будь-якого І Є 3 існує така диференційовна функція ері : R  —> R , що /(х , у) =  

φι(η(χ) — у) для всіх х Є І та у Є R. З теореми 2 і умови 2) випливає, що W„ Є З для 

довільного η Є N .

Покажемо, що сукупність 3 задовольняє такі умови:

(а) <р/ =  ψ] для довільних I, J Є 3 з І Г\ J ф 0, причому І U J Є 3;

(б) якщо 3 ίΞ 3 така, що {) І ф 0 , то \J І Є 3;
ІЄЗ ІЄЗ

(в) для кожного І Є 3 існує такий максимальний в 3 інтервал /, що І C J;

(г) якщо /і і І2 — максимальні і різні, то І\ П І2 =  0.

Доведемо ці властивості.

(а) Нехай х є І Г\ J. Тоді /(х ,у ) =  ψι(u(x) — у) =  <р/(и(х) — у) для всіх у Є R. Отже, 

φΐ =  φ;. Крім того ,f(x ,y ) =  φι( u(x) — у) для довільних x e l U f i y e R .  Тому I U / Є 3.

(б) Нехай h , І2 Є 3- Тоді з (а) випливає, що ψιχ =  φι2. Якщо позначити /0 =  U ί і
ІЄЗ

срі0 =  ψι, де ί — деякий фіксований інтервал з 3, то одержимо /(х ,у ) =  <р/0(м(х) — у) для 

ДОВІЛЬНОГО X Є ίο І у £ К·· Отже, /о £ 3.

(в) Зафіксуємо деякий інтервал Iq Є 3. Розглянемо систему інтервалів 3 =  {І Є 3 :

Io Q 1}· Зрозуміло, що } ~ \J І — інтервал. Крім того, з умови (б) випливає, що / Є З·
іеу



Покажемо, що / — максимальний в 3. Припустимо, що існує /і Є З такий, що /i D J. Тоді

h  Q J С /і, тому Д є 5· Крім того, /і С (J 1 — /, а значить J\ =  J.
ієа

(г) Припустимо, що /і та І2 максимальні в 3 і f| /2 ^  0 · Тоді / =  U *2 Є 3. З макси- 

мальності Ιχ та 12 випливає, що І\ =  І2.

З умов (в) та (г) випливає, що множину G = [j І можна подати у вигляді G =  U Іп,
ІЄЗ neN

де N C N  і всі інтервали Іп — максимальні в 3. Оскільки Wn C G для кожного п Є N ,
ОО

то Fj =  E\G С Е\ ( у  W„) =  F. Зрозуміло, що Fj — замкнена, не більш ніж зліченна
и=1

множина. Припустимо, що Fi ф 0 . Тоді множина Fi має ізольовану точку Xq.

Виберемо інтервали U =  (а,х0), V =  (х0,Ь) Є {/„ : п Є N}. Тоді І =  (а,Ь) Є 3 згідно з 

твердженням 2.1, що суперечить максимальності U та V. Отже, Fj =  0 , тобто G =  R. Це 

означає, що R  Є 3. Залишилось покласти φ =  φ^. □

Зауваження 2.1. Аналогічно доводиться теорема 3 для функціїf  : ( a , i i ) x R 4  R.

З П р и к л а д и , п и т а н н я

Наступний приклад показує, що немає аналогів твердження 2.1 і теореми 3 для фун­

кції /  : (я, b) x (c, d) —> R.

Твердження 3.1. Нехай φ\,φ2 : (—2,1) —»· R  — такі різн і нескінченно диференційовні 

функції, щ о fi(£) =  φ2(ί) для кожного t Є (-1,1). Тоді функціяf  :R x  (0,1) -> R ,

f(x υ) =  f <Pi(cosx~y)' (Х'У) є (-°°/0) x (0, 1 ),
\ ^2(cosx-y), (x,y) Є ([Ο,+οο) x (0,1).

задовольняє наступні умови:

1) /  нескінченно диференційовна;

2) fx(p) +sin xfy(p) =  0 для кожного р Є R  х (0,1);

3) /(х ,у ) ф <р(cosx — у) для довільної функції φ : (—2,1) —>· R.

Ловедення. Умови 1) і 2) випливають з того, що

/(*,У ) =  <pi(cosx-y) при (х,у) Є (- оо ,у ) х (0,1).

Виберемо точку ί Є (-2, -1) так, що ^ι(ί) ф <p2{t), і візьмемо Х\ Є (—о°,0),у і Є (0, 1),

х2 Є (0, +оо) і у2 Є (0,1) так, що cos х\—у\= cos Х\—у\ =  t. Тоді

/(*ь У і) =  ί>ι(0 Ф П ІЇ) =f{x2>yi)>

Щ О ДОВОДИТЬ 3 ). □

Зауваження 3.1. Немає аналогу теореми 3 для рівнянь виду (2), де β : R  —> R  — строго 

додатна неперервна функція і ос : R  —> R  задовольняє умови 1) - 3) теореми 3. Аостатньо 

розглянути рівняння
І

тг(у2 + 1)-/*(*/У) + sin xfy(x'r t =  0 

і його розв'язок g(x, у) =  f(x, arĉ gy + j) , д е / — функція з твердження 3.1.

У зв'язку з цим виникає таке питання.

Питання. Нехай a : R  —» R  — (неперервна) функція, яка має первісну u : R  —>■ R. Чи 

обов'язково нарізно диференційовний розв'язок /  : R 2 —» R  рівняння (3) має вигляд 

f{x,y) =  (p(u(x)-y)?
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ПРО ФОРМУЛУ КОЛИВАГІНА, ДОБУТОК ТЕЙТА АСОЦІЙОВАНИЙ НА 

ІЗОГЕНІЇ, ЛОКАЛЬНЕ ВІДОБРАЖ ЕННЯ АРТІНА І СИМ ВОЛ ГІЛЬБЕРТА

Нестерук В.І. Про формулу Коливагіна, добуток Тейта асоційований на ізогенії, локальне відображе­

ння Артіна і символ Гільберта / /  Карпатські математичні публікації- — 2013. — Т.5, №1. — С. 

94-101.

Доведено невиродженість добутку Тейта і формулу Коливагіна для еліптичних кривих з 

невиродженою редукцією над и-вимірним (п < 3) псевдолокальним полем, досконалість до­

бутку Тейта асоційованого на ізогенії між абелевими многовидами над псевдолокальним та 

и-вимірним (п < 3) псевдолокальним полем і зв'язок локального відображення Артіна і сим­

волу Гільберта для и-вимірного (и < 3) загального локального поля.

Ключові слова і фрази: псевдолокальне поле, и-вимірне псевдолокальне поле, и-вимірне за­
гальне локальне поле, ізогенія, добуток Тейта асоційований на ізогенії, локальне відображення 
Артіна, символ Гільберта, формула Коливагіна.

Львівський національний університет імені Івана Франка, Львів, Україна 

E-mail: volodymyr-nesteruk@ rambler. ru

Вс т у п

М. Папікіян [10] описав зв'язок між добутком Тейта і добутком Вейля для кривих, 

визначених над локальним полем. П. Бруін [3] визначив добуток Тейта асоційований на 

ізогенії у випадку, коли поле скінченне. П. Бруін [3] і Е. Ш афер [13] розвинули доскона­

лий добуток Тейта і Фрея-Рюка до добутку Тейта асоційованого на ізогенії.

Відображення Артіна вперше введено Е. Артіном у кінці 20-х - на початку 30-х років 

минулого століття. Вагомий внесок у його вивчення зробили Е. Нетер, Г. Гассе, Р. Брау- 

ер, Ж.-П. Серр [12], І.Б. Фесенко [5], Дж· Мілн, М. Папікіян [10]. Д. Гільберт визначив і 

дослідив символ норменного лишку, який сьогодні називають символом Гільберта.

Мета цієї роботи — доведення невиродженості добутку Тейта для еліптичних кри­

вих і формули Коливагіна над и-вимірним (и < 3) псевдолокальним полем, дослідження 

добутку Тейта, асоційованого на ізогенії, на досконалість над псевдолокальним полем 

та и-вимірним (и < 3) псевдолокальним полем, доведення зв'язку символа Гільберта і 

відображення Артіна у випадку, коли поле є и-вимірним (и < 3) загальним локальним 

полем.

Базуючись на роботі М. Папікіяна [10] доведено невиродженість добутку Тейта і ф ор­

мулу Коливагіна для еліптичних кривих над η-вимірним (п < 3) псевдолокальним по­

лем, а на роботах [10] та [4] — зв'язок символа Гільберта і відображення Артіна для 

и-вимірного (и < 3) загального локального поля. Використовуючи праці П. Бруіна [3], 

доведено, що добуток Тейта асоційований на ізогенії досконалий над псевдолокальним 

полем та и-вимірним (и < 3) псевдолокальним полем.

©  Нестерук В.I., 2013

1 Д об у т ок  Тей та а соц ій ов ан и й  н а  із о г е н ії

Нехай К — и-вимірне (и < 3) псевдолокальне поле, тобто поле, для якого задана по­

слідовність повних дискретно нормованих полів К = К„,К„_і,..., Kq, де кожне наступне 

поле є полем лишків попереднього і поле Kq псевдоскінченне [2, 6], Е — еліптична крива 

з невиродженою редукцією, визначена над К, К — сепарабельне замикання поля К, К* — 

мультиплікативна група поля К. Далі т  — натуральне число таке, що (т ,char(K)) =  1,

Цт(К) — група коренів степеня т  з 1 в K, G — група Галуа максимального абелевого

розширення поля К з експонентою т, G* =  Gal(К/К) — абсолютна група Галуа поля К. 

Позначимо через Ет (К) групу m-кручення, Н 1 (Gk, Е(К))т (відповідно Н 1 (G, К*)т) — під­

групу елементів в H 1(Gk,E(K)) (в ід п о в ід н о  H ^G , К*)), порядок яких ділить т. Фіксуємо 

σ' Є Gk і називаємо σ' автоморфізмом Фробеніуса та позначаємо через Frob^/K Припу­

скаємо, що цт (К) С К. Для всіх 0 < і < 2 групи H ‘(Gk, Em(K)) скінченні.

Означення 1.1. Аобуток (·,·) : E(K)/mE(K) x H 1(Gx,E(K))m — > Ж, /  mZ називається до­

бутком Тейта.

Фіксуємо ζ — твірний елемент з К* / К*т, який можна ідентифікувати з первісним ко­

ренем з 1, σ  Є G. Тоді вибираємо ζ наступним чином:

σ(ζλ/τη)і  = — — - m
ь ξ ΐ /m · w

Нехай b Є К*, срь Є Horn(G ,pm(K)) і (рь{%) =  ^гтиг· Розглянемо гомоморфізми ~φα, ~cph : 

G —> Z /m Z  такі, що ζ<Ρα(8) =  (pa(g), £?ь(і) =  (pt,(g). Визначимо елемент з H2(G, цт (К)) бі- 

лінійною формою Ba i,(gi,g2 ) =  ζφαίζύψαίζί)' Нехай відображення інваріанта задане насту­

пним чином inv : H2(G, цт (К)) =  Н2(G,K*)m —> Z /m Z . Тоді символ Гільберта представ­

ляється у вигляді (я, b) =  ζιηνΒ°*. Як і в [10] зв'яжемо С\ Є Е(К)/тЕ(К) і с2 Є Н 1 (G, Е(К))т 

гомоморфізмами ср\ : цт (К) —>■ Ет{К) та φ2 : μηι(Κ) —> Ет (К), використовуючи 

Е(К)/тЕ(К) S  Horn(pm0 , E m(K)) і H 1(G ,E(K))m ^  Н от (^т (К),Ем(К)). Відомо, що 

добуток Вейля {·, }: Ет (К) х Ет (К) — > Цт(К) і добуток Тейта задовольняє ^ Сі,С2) =  

{еі,е2}.

Означення 1 .2. Формула =  {е\,е2}, що зв'язує добуток Тейта і добуток Вейля,

називається формулою Коливагіна.

Теорема 1. Аобуток Тейта (добуток Тейта-Шафаревича) для еліптичних кривих з неви­

родженою редукцією над η-вимірним (п < 3) псевдолокальним полем невироджений.

Доведення теореми випливає з наступної теореми.

Теорема 2. Нехай ζ — примітивний корінь з 1 в К вибраний належним чином (1) і 

<Ρι(π) =  £ι, φ2(ζ) =  е2 Є Eт (К). Тоді £<Сі'С2> = {е1ге2}, де {е\,е2} — добуток Вейля на 

групі Ет(К), (сі, с2) — добуток Тейта.

Аоведення. Міркуємо індукцією за и. Якщо и =  0, то одержуємо псевдоскінченне поле, 

для якого добуток Тейта невироджений [8] і добуток Вейля невироджений. Доведення 

даного випадку очевидне.

http://wvw.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Якщо п =  1, то отримуємо псевдолокальне поле і добуток Тейта невироджений [9]. 

Знову будемо слідувати міркуванням з [10]. Розглянемо відображення φ1 : К*/К*т —> 

Ет(К) і ψ2 : К*/К*т —> Ет (К), що задовольняють наступні умови ψ\(π) =  е\, ψ\(ζ) =

0, ψ2 (тг) =  0, ψ2 (ζ) — Є2 та U-добуток φ1 U (р2 Є H2(G ,μη (Κ)), який використовується 

в обчисленні добутку Тейта та описується білінійною формою Ві : K*/К*т x К*/К*т —> 

Цт(К), для якої Ві(й,Ь) =  {<рі(а),<р2 (Ь)} і В !(π ,π) =  1, Β ^π ,ζ )  =  {elre2}, Β ^ ζ ,π )  =

1, Β1(ζ,ζ) — 1. Наведемо допоміжні розрахунки для обчислення білінійних форм

(π>ζ) =  в̂ і/т =  а%/т  ̂ =  ζ/ (ζ,π) =  ζ~χ, (π, π) =  1, (ξ ,ζ ) =  1 . Обчислимо білі- 

нійні форми Β^π(7Γ, 7Г) =  ζ ^ π^η(π) =  φ7τ(η ) ^ {π) =  (π, π ) ^ (7Γ) =  l^ f(7r) =  1, Β£/7Γ(£, π) =  

C-1/ ^ξ,π(ζ>ζ) =  1, Βξ;7Γ(7Τ, ζ) =  1 . Нехай {ei, ег} =  ζχ. Зв'яжемо білінійні форми Вг 

та Βζι7τ відношенням Вг =  В^Г*, оскільки invB\ =  (-x)invΒζ)7τ. Для ζίηνΒι =  ζ(~χ)·ηνΒζ,π 

знайдемо ζχηνΒΐ·π =  (ζ, π) =  ζ~ι. Тоді ζ(~χ)ίηΌΒζ.π =  (ζιηνΒξ,π)~χ =  (ζ~ι)-χ =  Звідси 

invBi =  χ, оскільки {е\, е2} =  ζ ιηνΒι ■ Врахувавши, що invВг є значенням добутку Тейта, то
£<С1/С2> _  {Єі/Є2}.

Якщо п > 1, то використовуємо метод, запропонований В.І. Андрійчуком [1] для п- 

вимірного псевдолокального ПОЛЯ. Розглянемо точну ПОСЛІДОВНІСТЬ редукції 0 —> Еі —> 

Е ->· Е' ->■ 0, де ядро редукції Ег є однозначно подільною на т  групою. Розглянемо кому­

тативну діаграму з точними рядками

0 -- -Еа-- >Е(К„)-- - E '(X „_ i)-- -0

(2)

0  , Е і-- ^Е(К „)-- -Е '(К „- і)--- 0 .

Застосовуючи лему про змію до (2), одержуємо 0 -> Ет (К„) -> Ет(Кп_і) —> 0 —> 

Е{Кп)/тЕ(К„) -)· Е/(К„_1)/тЕ '(К „_1) 0. Звідси Ет (К„) =  Ет(Кп̂ )  і Е(К„)/тЕ(Кп) =

Е '(К „_і)/тЕ /(Х„_і) та з випадку η =  1 випливає правильність теореми. □

Зазначимо, що міркування, використані для доведення цієї теореми, запозичені з ро­

боти М. Папікіяна [10], де аналогічний результат сформульовано і доведено для випадку 

еліптичних кривих з невиродженими редукціями, визначених над локальним полем.

Нехай К — псевдолокальне поле, тобто повне дискретно нормоване поле з псевдоскін- 

ченним полем лишків k, 0к (відповідно Qk) — абсолютна група Галуа поля К (відповідно 

k), К (відповідно k) — алгебраїчне замикання поля К (відповідно k).

Лема 1.1 ([11]). Нехай D — скінченний дк-модуль. Тоді |H°(gfc,D)| =  [Н1 (fljt,D)|.

Теорема 3. Нехай φ — ізогенія між абелевими многовидами А і В над псевдолокаль- 

ним полем К з полем лишків к ,т  — порядок ядра ізогенії кег φ. Припускаємо, щ о поле 

К м іс т и т ь  корені з 1 степеня m. Тоді добуток Тейта асоційований на ізогенії φ, [., ,]φ : 

кетф(К) х сокег (φ(Κ)) — > К* досконалий.

Аоведення. Використовуємо метод, запропонований П. Бруіном [3] для випадку скінчен­

ного поля. Нехай φ — ізогенія між абелевими многовидами над псевдоскінченним полем 

лишків k. Розглянемо точну послідовність

0 ->■ кекр -> А -> В -> 0 (3)

і оскільки А, В і φ визначені над полем к, то використання fc-точок у цій послідовності 

дає точну послідовність д^-модулів 0 —> кегср(к) —> А(к) ^  В(к) —> 0, з якої одер­

жуємо точну послідовність груп когомологій 0 —* H°(fl)t/kerf(k)) —> H°(gк,А(к)) ^

H°(gfc, В (£))_->■ H x(gfc,ker^(fc)) -> H J(gк,А(к)) ’Ф  H ! (gk_,B{k)) ->· ... За означенням 

H°(0jt,ker^(fc)) =  kercp(k), H°(gfc,A(fc)) =  A(k), H°(gfc,B(fc)) =  B(k) і отримуємо 0 ->

kerq>(k) -> A(k) ^  B(k) -> H ^g ^k e r^^ )) -̂ · H 1(gk,A(k)) ^  H l (gk,B(k)). Групи 

H 1(gk,A(k)) і H 1 (g/f, B(k)) дорівнюють нулю, оскільки поле k — псевдоскінченне. Звідси

0 —> кег<р(к) —> А(к) В(к) —> H 1 (g*,ker^>(fc)) —> 0. (4)

З (4) випливає 0 —> В(к)/ ср(к)(А(к)) —>■ H ^g^ker^fc)) —> 0. Звідси В(к)/ ср(к)(А(к)) =  

H 1 (gk, kerср(к)). Далі, аналогічно розглядаємо ізогенію φ між абелевими многовидами над 

псевдолокальним полем К. З аналогічної до (3) точної послідовності отримуємо

Β(Κ)/φ(Κ)(Α(Κ)) *H \ QK,ker(p(K)).

Використовуючи відомий факт, що Н'(дк, kerf(K)) =  Нг(д^,кег φ(Έ) для всіх і, одержує­

мо при і =  1
Н 1(дК,кег^(К)) =  Н ^д ^кег^^)) (5)

і Β(Κ)/φ(Κ)Α(Κ) -  Н^дкДег<р(К)) “  Н ^ к е г р ® )  -  B(k)/<p(k)A(k).

Звідси В(К)/ φ(Κ)Α(Κ) =  B(k)/ cp(k)A(k) і, враховуючи сокегφ(Κ) і сокег<р(А:), одержу-

сокег<р(Х) =  сокег <р(к). (6)

Розглянемо групи Н ^д^Д ег'^)) =  H 1 (Z,ker’(к)) =  H°(Z,ker'(fc)) =  ker'(fc) і 

^(д кД ег^Х )) =  H1 (Z,ker'(K)) =  H°(Z,ker'(iC)) =  кег'(К), де Z  — вільна топологі­

чна група з однією твірною. Звідси, враховуючи (5), одержуємо

кег <р(К) =  кетср(к). (7)

З (6) і (7) одержуємо, що достатньо показати досконалість добутку Тейта на ізогенії над 

псевдоскінченним полем.

Аналогічна до (4) точна послідовність і лема 1.1 дозволяють визначити досконалий до­

буток (ker φ(Κ))ν x coker (φ(Κ)) —> Κ*. Враховуючи канонічний ізоморфізм εφ : ker φ —> 

(ker <ρ)ν, отримуємо, що добуток ker ф(К) x сокег (φ(Κ)) — S> К* досконалий. □

Для групи А (відповідно А '), яка визначена над полем К (відповідно k), позначемо 

через А(К) (відповідно А'(к)) її групу К-раціональних точок (відповідно ^-раціональних 

точок), А\ (К) — ядро редукції А(К) —> А(к).

Теорема 4. Нехай К — η-вимірне (п < 3) псевдолокальне поле, А — абелевий многовид, 

визначений над полем К. Припустимо, щ о А має всі добрі редукції при послідовних ре­

дукціях поля Кі, 1 < і < 3, φ — ізогенія між абелевими многовидами над полем K, m — 

порядок ядра ізогенії кет φ. Припускаємо, що поле К містить корені з 1 степеня m. Тоді 

добуток Тейта асоційований на ізогенії φ, [., .]φ : ker φ(Κ) x coker (φ(Κ)) — > K* доско­

налий.



Ловедення. Міркуємо індукцією за п. Якщо и =  0, то одержуємо псевдоскінченне поле, 

для якого добуток Тейта асоційований на ізогенії між абелевими многовидами, які ви­

значені над цим полем є досконалим, що було встановлено нами раніше.

Якщо п — 1, то отримуємо псевдолокальне поле і добуток Тейта асоційований на ізо­

генії між абелевими многовидами, визначених над цим полем, досконалий. Це випливає 

з теореми 3.

Якщо п > 1, то використовуємо метод, запропонований В.І. Андрійчуком [1] для п- 

вимірного (п < 3) псевдолокального поля. Розглянемо точну послідовність редукції 0 —> 

А\ -> А —¥ A' —>· 0, де ядро редукції А\ є однозначно подільною на т  групою. Розглянемо 

комутативну діаграму з точними рядками

0 -----. Л і -----»А(Кп) ------ А ' ( К я_ і ) ----- -0

φ φ

0 — /1L1— ^Л (К „ )- —*■ А'(К

Застосовуючи лему про змію до (8) одержуємо

0 —> ker(p(Kn) —> ker<p(iC„_i) —■> 0 —> А(Кп) / φΑ{Κη) —* A '(Кп_\)/φΑ'(Кп-\) —> 0.

Звідси, ker<p(K„) =  ker^(iC„_!) і Α(Κη)/φΑ(Κ„) =  Λ '(Χ„_ι)/φΑ '(Κ „_1) та слідуючи мір­

куванням в доведені теореми 3, отримуємо, що добуток Тейта асоційований на ізогенії 

досконалий. □

2 Зв 'я зок  м іж  л ок ал ь н и м  в ід о б р а ж е н н я м  А р т ін а  і си м в о л о м  Г іл ьберта у 

в и п ад к у  h- в и м ірн ог о  з а г а л ь н о г о  л о к а л ь н о г о  п ол я

Нагадаємо, що н-вимірним (п < 3) загальним локальним полем К називається поле, 

для якого задана послідовність повних дискретно нормованих полів К =  Кп, К„_і,...До, 

де кожне наступне поле є полем лишків попереднього і поле Kq квазіскінченне [12].

Лема 2.1 ([1]). Нехай К — загальне локальне поле, m — просте число, m Ф charKo. Толі 

когомологічна m-розмірність cdmK поля К дорівнює η + 1 і Нп+1 (К, μΜ(К)) =  Z /m Z .

Теорема 5 ([5,12]). Нехай К — η-вимірне (п < 3) загальне локальне поле, Kab — абелеве 

розширення поля К. Тоді існує гомоморфізм Θ : К* -» Gal(Kab/K) з наступними власти­

востями:

1) для кожного простого елемента π з поля К і кожного скінченного нерозгалуженого 

розширення L поля К одержуємо, що θ(π)\L — FrobL/K;

2) для кожного скінченного абелевого розширення L поля К отримуємо, щ о Ni /k(L*) 

міститься в ядрі відображення я —>· 9(a)\L і Θ індукує ізоморфізм  0L/K ’■ K*/Nl/K -»· 

Gal(L/K);

3) підгрупа N групи К* має вигляд NL/K(L*) д л я  деякого скінченного абелевого розш и­

рення L поля K, ([L : К], char(k)) =  і, якщо вона має скінченний індекс і відкрита.

Означення 2.1 . Гомоморфізм Θ з теореми 5 називається локальним відображенням Ар-

Лема 2.2 ([12]). Нехай G — скінченна група, В — G-модуль, f  : G —> В — 1-коцикл, 

f  Є H ^G , В) — клас когомологій f ,g  Є Н _2(G ,Z )/ /(s) Є В така,щ оК/(з) =  0, де N 

взяте із властивості 3 теореми 5. Тоді для кожного g Є G маємо g f =  /(s)о Є H -1(G, В), 

де /(s)o — канонічний образ елемента /(s) Є В в Н _1 (G, В).

Означення 2.2. Група Р показника m — це група, для якої виконується умова рт =  е для 

всіх р Є Р.

Означення 2.3. Розширення L/Κ  поля К називається розширенням показника ш, якщо 

воно є розширенням Галуа і група Галуа є групою показника m.

Теорема 6 ([7]). Нехай К — поле, m — натуральне число, взаємно просте з char К і при­

пускаємо, щ о всі корені степеня m з 1 знаходяться в К, В — підгрупа в К* така, що 

K * m с  В, Кв =  К(В1/т). Тоді Кв — розширення Куммера (абелеве розширення по­

казника т ) і маємо білінійне відображення (·, ·) : Gal(Кв/К) х В —>· цт (К); (g,a) =  

де tx.m =  a,g Є Gal(Kg/X),fl Є В. Тоді ядро зліва даного відображення дорівнює 1, 

з справа — К*т і розширення Кв/К — скінченне <=> [В : К*т] — скінченне. У цьому 

випадку В/К*т S  Hom(Gal(ΚΒ/Κ),μ„(Κ)).

Відомо, що існує шу-ізоморфізм локальної теорії полів класів для загальних локаль­

них полів [5,12] inv: H2(G,iC*) —> Q /Z , inv: H2(G ,pm(K)) =  H 2(G,K*)m —> Z /m Z , де X*

— сепарабельне замикання поля К. Образ елемента β Є H2(G, K*) при відображені inv 

називається інваріантом елемента β.

Теорема 7. Нехай К — η-вимірне (п < 3) загальне локальне поле. Тоді

0(Ь)(я1/т) =  (a,b)a1/m. (9)

Ловедення. У випадку η =  1 отримуємо загальне локальне поле і нами було вже вста­

новлено, що (9) має місце. Для зручності читача нагадаємо доведення. Використовуємо

метод, запропонований М. Папікіяном [10] для випадку локального поля. Нехай L/K  — 

максимальне абелеве m-розширення зі скінченною групою G, a Є К*,К* / К*т — скінчен­

на група. Тоді група G — скінченна, оскільки G =  К*/К*т.

Нехай a Є К*. Враховуючи теорему 6, визначимо φα Є Hom (G,цт{К)) наступним 

чином:
σ(α1/ηι)

Ψ Μ  =  8- W ·  <10)

Тоді формула в(Ь)(а1/т) — (а,Ь)а1/т, врахувавши (10) при g =  9(b), набуде вигляду 

(я,Ь) =  <рд(0(Ь)). З точної послідовності 0 —> Z  —> Q Q /Z  —» 0 одержуємо точну 

послідовність груп когомологій

... -> H-\G,Z) -> H -1(G ,Q) -»· H-\ G,Q/Z) Л  H °(G ,Z ) -> H °(G ,Q) ->· H °(G ,Q /Z ) 

Λ  H ! (G ,Z ) ->■ Η ! ( α θ )  - ^ H ^ G Q /Z )  Λ  H 2(G ,Z ) ->■ H2(G ,Q) -)■ H2(G ,Q /Z )

де δ — зв'язуючі гомоморфізми [4].

Нехай х Є H om (G ,Q /Z ), δχ Є H2(G ,Z ) — образ характера χ відносно зв'язуючого 

відображення δ : H l {G ,Q /Z ) —> H2(G ,Z ), а Є H°(G, L*) — образ елемента а. Є К*. Тоді 

U-добуток а δχ Є H2(G, L*) ix(9(b)) — ίην(Ίχ.δχ) [12].



Отже, потрібно довести рівність x(0(b)) — inv (а. δх). Розглянемо ізоморфізм 0~}к : 

G -> K*/Nl/k (L*). Тоді за означенням 0~jK, одержуємо 6(b) ■ uL/K = сс Є H°(G, L*)

і а ■ δχ =  6(b) ■ uL/K ■ δχ. Далі, використовуючи асоціативність U-добутку, отримаємо 

=  uL/K- (0(b) ·δχ) =  uL/K-6(0(b) ·χ),Α e0(b) χ Є H _ 1(G ,Q /Z ). Групу H _ 1(G ,Q /Z ) 

ототожнюємо з групою Ζ /π Ζ  за умови, що [L : К] =  п, а групу H _2(G ,Z ) з G за умови, 

що гарантовано виконується рівність 6(b) ■ χ =  х(в(Ь)) (лема 2.2).

Розглянемо δ : H _ 1(G ,Q /Z ) -» H °(G ,Z) =  Ζ /π Ζ . Нехай 0(b) ■ χ =  r/n, де r Є Ζ . Тоді 

δ(τ/η) Є H °(G ,Z) і δ(ν/η) = г  та

ίην{οί · δχ) =  inv(uL/K ■ (0(b) ·δχ ))=  inv{uL/K ■ 6{0{Ь) ■ χ)) =  inv(uL/K · r) =  r/n  =  x(0(b))r

де ul/k — фундаментальний клас групи H2(G, L*).

Для того, щоб показати, що рівність (9) має місце для и-вимірного загального локаль­

ного поля, використовуємо метод, запропонований В.І. Андрійчуком [1] для и-вимірного 

(и < 3) загального локального поля. При п =  0 одержимо квазіскінченне поле Kq. Відомо, 

що його абсолютна група Галуа ізоморфна групі Z .

Як було вже згадано вище, якщо и =  1, то отримуємо загальне локальне поле К\

і рівність (9) залишається вірною. Покажемо, що зв'язок між локальним відображенням 

Атріна і символом Гільберта (9) зберігається і для випадку, коли п > 1. Розглянемо точну 

послідовність [1]

0 -+ НГ(К,-1,М К ))  Н г(Кі/Ит(К)) -> Н г—1 (Х ,_ і,цт (X)), (11)

де 1 < і < п + 1, r > 1. Враховуючи, що cdmKn_i =  и, і приймаючи r =  и + 1 в (11), одер­

жуємо Нп+1(і<С„_1,у ш(Х)) =  0 і Ηη+1(Χ ,μΜ(Κ)) =  Нп(Кп_і,ц т (К)). За лемою 2.1 існує 

ізоморфізм Ηη+ (К, μηι(Κ)) =  Z /m Z . Дійсно, повторюючи аналогічним чином, отри- 

муємо^Нп+1{К,Ит(К)) ** Н*(Кп_ ьИт(К)) ^  ... ^  Н2(КиИт(К)) =  Н\К0, Ит(К)) =  

Hom(Z, Цт (К)) =  Z /m Z . Далі аналогічні міркування, які використані при доведенні (9) 

для загального локального поля, переносяться на випадок и-вимірного (и < 3) загального 

локального поля. □

Автор висловлює подяку В.І. Андрійчуку за постановку задач та допомогу при їх 

розв'язанні.
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A proof of nondegeneracy of the Tate pairing and Kolyvagin's formula for elliptic curves with 

good reductions over an n-dimensional (n < 3) pseudolocal field, the Tate pairing associated to an 

isogeny between abelian varieties over pseudolocal field and an и-dimensional (n < 3) pseudolocal 

field, and the relations of local Artin map and of the Hilbert symbol for an n-dimensional (n < 3) 

general local field is given.
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Нестерук В.И. О формуле Кольївагина, спаривание Тзйта ассоциированого на изогении, локальном 

отображении Артина и символе Гильберта / /  Карпатские математические публикации. — 2013.

— Т.5, №1. — С. 94-101.

Приведено доказательство невьірожденности спаривания Тзйта и формульї Кольївагина 

для зллиптических кривьіх с невьірожденньїми редукциями над n-мерньіми (п < 3) псевдо- 

локальньїми полями, досконалость спаривания Тзйта ассоциированого на изогении для абе- 

левьіх многообразий над псевдолокальним полем и над n-мерньім (п < 3) псевдолокальньїм 

полем, и связь локального отображения Артина и символа Гильберта для n-мерного (и < 3) 

общего локального поля.

Ключевьіе слова и фразьі: псевдолокальное поле, n-мерное псевдолокальное поле, и-мерное 

общее локальное поле, изогения, спаривание Тзйта ассоциированого на изогении, локальное 

отображения Артина, символ Гильберта, формула Кольївагина.
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Вс т у п

Класи періодичних ψ-диференційовних функцій запроваджено в роботі [6] у такий 

спосіб. Нехай

S\f\ =  + £  (ak{f) cos kx + bk(f) sin kx) =  Ak(f; x)
k=1 k=0

— ряд Фур'є функції f  Є L i пара систем чисел (грі (k), ір2(/с)) задовольняє умову гр (k) = 

xp2(k) + гр%(к) φ 0, k =  0,1,--Якщо вираз

к=і \tp (*) гр (к) )

де Ак (/;* ) =  ak(f ) Sin kx — bk{f) cos kx, є рядом Фур'є деякої сумовної функції, то ця 

функція називається ^-похідною функції /  і позначається /^ . Підмножину неперервних

функцій /  Є L, які мають майже скрізь обмежені гр-похідні позначають символом ct>- 

Якщо існують послідовність гр(к) і дійсне число β такі, що грі (к) =  гр(к) cos гр2(к) =  

гр(к) sin то класи С& переходять у класи (гр, β)-диференційовних функцій, що позна­

чаються С ^го. У випадку, коли ір(к) =  qk, q є  (0;1), к Є N , класи позначаються 

Сд то, складаються з 27г-періодичних функцій, які дозволяють продовження до функцій 

/ ( z) =  f ( x + гу)/ регулярних у смузі |у| < In і  (див., напр., [7, с. 31]), і називаються аналі­

тичними функціями дійсної змінної чи інтегралами Пуассона.

©  Новіков О.О., Ровенська О.Г., 2013

Класи (гр, /3)-диференційовних періодичних функцій двох змінних, які дозволяють 

окремо враховувати властивості звичайних і мішаних частинних похідних, визначимо в 

такий спосіб (див., напр., [10, 8]). Нехай R2 — евклідів простір з елементами х =  (хьхг), 

Т2 =  [—7г; 7г] х  [—7г; π] — квадрат зі стороною 2п,

Ν2 =  {х є R2 І Хі Є Ν , і — 1,2}, Ν2 =  {х Є R2 | х,- Є N* =  N  U {0}, і =  1,2},

Ν 2 =  {х Є R2 І Хі Є N , xj Є N*, і Ф ;}, Е2 =  {х Є R2 \ хг Є {0; 1}, і =  1,2, }.

Через L(T2) позначимо множину 27Г-періодичних за кожною зі змінних та су мовних 

на квадраті Г2 функцій f(x ) =  f(x \,Хг)·

Нехай/ Є L(T2). Кожній парі точок? Є E2, k e N 2 поставимо у відповідність величину

Величини a.l(f), s Є E2, к Є N2 є коефіцієнтами Фур'є функції/ ( х )  [8]. 

Кожному вектору к Є N2 поставимо у відповідність гармоніку

що є гармоніками, спряженими до A-k(f; х) за змінними Х\ і Хі відповідно.

Наслідуючи [8], ряд Фур'є функції /(х ) визначимо співвідношенням

S[fl =  Е  2-’® Л г( / ; ї) ,

keNl

де q(k) — кількість нульових координат вектора к.

Нехай /  Є L(T2) і ipij(k), Yij(k), і =  1,2, j  =  1,2 — фіксовані набори систем чисел, 

к Є N*. Покладемо

Щ к) = / й й + й ю . +

і будемо вважати, що виконано умови: гр^к) φ 0, Υ ;(Α:) ф 0, к Є Ν*, ψα (0) =  1, Υ,ι(Ο) — 1/ 

ψα(0) =  0, ^іг(О) =  0, і =  1,2. Відтак припустимо, що вираз

є рядом Фур'є деякої функції з L(T2). Позначимо її /^ '(х ) =  та назвемо ψ-похід­

ною функції / (х) за змінною х„ і =  1,2.

Мішаною Υ -похідною за змінними х„ і =  1,2, за аналогією до означення звичайної

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


мішаної похідної, будемо називати функцію / ψ(χ), яка задається співвідношенням

/3 ^ / (х ) '

Для заданого набору функцій гр̂ , Y,y, ί =  1,2 j =  1,2, символом C^f позначимо множи­

ну неперервних функцій /  Є_L(T2), що мають майже скрізь обмежені в розумінні плоскої 

міри Ψ- і і/>гпохідні ess sup |/ψ (χ) I < 1, ess sup I p i  (χ) I < 1, і =  1,2, x e T2.

Вивченню апроксимаційних властивостей цих класів присвячено роботи [10, 3, 5, 8].

Якщо для наборів функцій і/?гД/с) і Yy(fc), г =  1,2, ; =  1,2, що визначають класи C2J , 

існують функції грі(к), Тг(/с) і числа β;, β* Є R , і =  1,2, такі, що

ψ/ι№) =  Ф<(к)c o s ipl2(k) =  tyi(k)sin

'f il (k) =  V .M  cos Ч і2(к) =  Υ,·(*) sin S i ,

то C^f є класами (ψ, /5)-диференційовних функцій, які було введено в роботі [10]. Будемо 

позначати такі класи С ^ .  Якщо, крім того, для чисел r > 0, s > 0, Г\ > r, Si > s виконано 

умови Y^fc) =  k~r,Y 2(k) =  k~s, гр^к) =  k~r\ ip2(k) =  k~s\ β1 =  r, β* =  s, β2 =  rb β*2 =  sb 

то класи співпадають з класами У роботі [5] вивчено питання наближення

класів прямокутними сумами Фур'є

S*(/;x) =  Snirn2 (/; x) =  Σ Σ  V ^ A ^ x )
кі=0 k2=0

та знайдено асимптотичну при щ —> оо, і =  1,2 рівність для точних верхніх меж відхилень 

прямокутних сум Фур'є Sa(f;x) узятих по класам

£(w~;s„-) = + о(і) + 4г + 4 Д
π2П^ 7Г2П2 V И1И2 П1 и2 /

Нехай послідовності, які визначають клас, задаються співвідношеннями ірі(к) =  q*, 

Ці Є (0;1), і =  1,2,—  Послідовності Y,-(fc) задаються подібним чином: Y,(/c) =  Q^, 

Qi Є (0; 1), і =  1,2, —  У цьому випадку класи за аналогією до класів функцій однієї

змінної позначаються CcL.р,°°
Із результатів роботи С.М. Нікольського [1] випливає асимптотична рівність для то­

чних верхніх меж відхилень сум Фур'є на класах аналітичних функцій однієї змінної го

-q . C U  11 С ( ί .  ν\|| _  8 i?"

π/2
dt

i( q ,» ;S „ )=  sup ||/W-S„(/;ir)|| = ^ - В Д  + 0(1),"п-1,
/EC’ π

В Д  =  I  - != -------

о V 1 - ί2 sin21

— повний еліптичний інтеграл першого роду, 0 (1 ) — величина, рівномірно обмежена 

щодо п. С.Б. Стєчкін [4] цей результат довів іншим методом, який дозволив уточнити 

залишковий член останньої рівності.

У роботі [3] розглянуто питання наближення класів функцій двох змінних пря­

мокутними сумами Фур'є х) і отримано асимптотичну формулу

i ( C ^ ;S e) =  ^ L i ; ( , 1) + ^ ( i 2) + 0 ( l ) ^  + ^  + Q ;iQ ? ) ,  і =  1,2.

Позначимо символом Dq множину послідовностей ір(к), к Є N , для яких має місце 

співвідношення

, , є ( 0 ; 1 ) '

Для точних верхніх меж відхилень прямокутних сум Фур'є на класах функцій однієї 

змінної С ^ ,  ір(к) Є Dq у роботі [9] отримано при п —>· оо асимптотичну формулу

ε (€β ,^ δη) =  »/’(” ) ( ^ 2Κ(ί/) + ° ( 1)(π(' / _ ί?) + ^  - ^ )г )) '

+ 1)
ε„ =  sup

k>n гp(k)

У роботі отримано асимптотичну при пг —> оо, і =  1,2 формулу, що є двовимірним 

аналогом останньої рівності для класів функцій С ^ ,  грі(к) Є Dq{, с\і Є (0; 1), Ύ,·(£) Є 

Dq ·, Qi Є (0;1), і =  1,2. Аналогічний результат для відхилень прямокутних сумм Валле 

Пуссена було отримано в роботі [2].

1 О сн о в н і резул ьтати

Теорема 1. Нехай ірі(к) Є Dqj, qi Є (0; 1), %■(&) Є Dq., Qi Є (0; 1), βί, β* Є 1R, і — 1, 2. Тоді 

при Пі —> оо, і =  1,2 має місце асимптотична формула

£ (C?L ;s« )=  sup ΙΙ/(χ )- s«(/;x )llc  = -з E
Oi/t 'i ι= 12

+0(1)

де

X-1 *Рі{пі)йі , X-1 $ і(пі)£Пі(ψ«) , rrQi/Qi/w.
b 2 ( r ^ T + L 2 (1 _ ^ ) 2-  + п й1,Я2 (Т ьТ 2) 

71/2 di
K (i) =  f

о у  1 — i?2 sin t

— повний еліптичний інтеграл першого роду,

ір(к + 1)
Єщ(ір) =  sup

k>m гр(к)
n -  1im V,(fc + 1)

' q Ip(k) '

ttQi/Q2 /w y  \ _ TT »̂(”«0 Λ , ε"ι (Ύΐ) _|_ £"2(Ύ2) £"1 (ψΐ)£»2 (Ύ2)
Π ηι,„2 ( i і, i 2/ -  1 12 1 _  Q i \l + 1 _  Q i + 1 _  Q2 + (1 _  Q i)(1 _  Qz)

0 (1 ) — величина, рівномірно обмежена щодо η і, qi, Qi, βί, β*, і =  1, 2.

(1)

(2)



Аоведення. Використовуючи міркування роботи [3], можна показати, що

7Г

Ря(/;*) =  /(* ) - SH(f;x) = Е  ~ /  / ^ '(* + Wei) Е  фі(кі) cos(Mi + )̂dti
«=ι,271 к=щ A

Λ r — °° β*7Γ
- ~ 2  f'¥( x +  Σ ¥j)  Π E  1fvi(Vj)cOs(Vjtj +  ̂ — )dtj.

yi /=1,2 7=1/2 Vj=tij z

Надалі знадобиться допоміжне твердження (див., напр., [9]).

Лема 1.1. Нехай ір(к) Є Dq, q є (0;1). Годі для довільної послідовності чисел ук/ к = 

1, 2, . . . ,  має місце рівність

Е  ір(к) cos(kt - ук) =  гр(п) q n E  qkcos(kt - ук) + rn(t)ip)
k=n L k=n

у  ЯКІЙ

r"(f' ψ) = £  ( Π  V’(̂ + y ) -  9і) cos((n + Of -  7»+ί),

M l)

к р ім  т ого , п о ч и н а ю ч и  з  д е я к о г о  щ ,

\rn(t-,xp)\ <

де εη (ір) визначено (2).

(1 - q - e n(tp))(l - q ) '
(4)

Використовуючи твердження леми, маємо

ТІ

pn(f;x) =  Е  ^  /  / ^ ( *  + ^ · )  
1= 1,2 /1 ^

°° б ’7Г
^і(пі)я7П‘ E  cos(kiti + -у-) + грііПіУп^і-^і)

k=m  z

i r _ Γ _  00 β* ТС

-Ζλ  /  / Y(f + E  tf j )  Π ^ j ( nj)Qj E  Q j; C°s(v/ii + ^ - )  +Y/(n/)r„.(i/;Y /)
71 £  /=1,2 7=1,2 L νΓ η} Z J

di;

7Γ1 /> _ oo

=  -  E  Ф (яі)9Г”г /  / * '(* + *«,?<) E  rf' cos(M i
i=l,2 Д . к=щ

П

E  Ψ<(” ί) /  f ‘(x +  tlei)rnl(ti;xpi)dtl -  f  / Y (x +  E  tfi) E  Π  Y s (n s)Q s-"s 

'=̂ 2 Λ τ2 7=1,2 £c{l,2}se{l,2}\£

X E  Qss cos(vsis + ^ ) d t s Yy(n;)r„.(iy;Yj)dtj.
V s = n s

Виконуючи елементарні перетворення, можна показати, що

я” /  βπ я sin i
—. cos nf + - + arete — !-----
^ 1  -2qcost + q2 \ 2 &l- i/c o s f

На підставі останньої рівності та оцінки (4), маємо

і°я(/;*) = ^  Е  / / ♦ І(г+(й)ьЙ(»і)*і+о(і)[ Е  +ng1vff(Y1,Y2)
1=1,2 9 і L 1=1,2 Vі " і’

(5)

/  β,π fl; sin t;

b”‘(,i) = (l-2,,.cosii + ,?)V2 COS ( " *  + Ί Γ  + arct« r^ Tcosfi)  '

а величину Π®1/„®2(Υι, Y2) визначено співвідношенням (3).

Оскільки /(x ) Є C2̂ ,  то

у  ψι(ηι)£ηί(ψι) . γτΟι,Ος/'ψ ψ  λ 
ίΊ _  „ N2 ' V 1' 27

L 1=1,2 У1 4ι)
i ( C ^ ;S , )  < і  Ε  /  ЦА(1,.)|Л, + 0 (1)

71 1=1,2 Яі _ π

Знайдемо функцію /о(х) Є для якої має місце співвідношення

р»(/о;0) 4  Σ  ^
1 і=1,2 Чі

(6)

+0 (1) Е  7 ^ ^ +  E  ^ ^ )£n'| f ) +nQ1vQZ(Y 1/Y 2) 
L*it2 C1 i f c  i1 -?*·)2

(7)

На підставі співвідношення (5), для довільної /  Є можна записати

р<і(/;8) = і  Ε ^ //♦'(δ+»Α)»δ(«<)<β(+ο(ι)[ Е ^ # г ? ^ + п ? , т
777 1=1,2 Я і J-  L і=1,2 Vі  Чі)

».-(”«)Ся,·(».·) , ттОьОг/

(8)

Покажемо, що кожну функцію sign (i,·), і =  1,2, можна змінити на множині точок,

міра якої не перевищує KqinJ'1( 1 — ί?;)-1 так, щоб для отриманих функцій y,-(fj) викону-

71 6- 
валась умова f  =  0. Вивчимо функцію b„'(f,·). Позначимо

Φ(ί,) =  arctg ■
qi sin tj

1 — qi cos ti

Розглянемо інтервал (0; n) на якому функція Φ(ί,) неперервна й виконується умова

0 < Φ(ί,) < (9)

Крім того, для Vi,- Є (0; 7г)

|ф (fi)
qi cos ti — qI

1 - 2qi cos ti + qf
< Я і

1 - q {
(10)

Функція Ьщ^ і) на проміжку (0;тс) дорівнює нулю й змінює знак тільки в точках ви­

гляду tik =  ^ +кп~~%. Ф^‘-к\ к =  3 ,4 ,..., и,· — 1. Знайдемо довжини проміжків [f,·*; t^k+̂\ і



[^(fc+l)' ti(k+2)]

* _  7Г Φ(ί,·*+ι) - Φ (ίΛ) χ ,  7Г Φ(ί^+ 2)) -Φ(ίί(λ+1))
*і(*+1) Чк -  — — , Ч(к+2) ~ Ч(к+1) -  — -  --- ---------------

Π

Ураховуючи (10), бачимо, що різниця довжин цих проміжків |(f;(fc+2) — і̂(к+1)) — 

(*і(к+1) - tik) І не перевищує

1Ф (̂ '(*:+2)) ~ Ф(̂ '(А:+1))1 + |Ф(^(£+1)) ~ Ф(̂ 'А:)| < ^i^ijk+l) ~ Іік)

щ - щ(\ - Ці)

Унаслідок (9), маємо

2кп-$іт і ^ і ^ п  + 2кп~¥>іті 2&π + 2π - β,π ^ , ^ 3π + 2кп - β{π

2щ - *ік - 2пі ' 2щ - ^   --2щ-'

тс  ̂ Зп

2пі - ~~ ік - 2пі (И)

Отже, різниця довжин проміжків [:tik; ί,·(*+ΐ)] і [t̂ k+1y, t^k+2)] не більша ніж 2J ^  у
о . 1

Функція b„.(ti) зберігає знак на цих проміжках, причому праворуч і ліворуч від ί,^+ι) 

знаки різні. Таким чином, функцію sign Ь„] (ί;) на проміжку [tik; t^k+2)] можна змінити на 

множині, міра якої < —  ̂ так, щоб для отриманої функції уі(Ц) середнє значення

на цьому відрізку дорівнювало нулю. Завдяки (11) кількість проміжків, на яких функція
о.

Ьщ (ti) змінює знак, не перевищує 4иг. Аналогічні міркування можна провести для про-
7Г

міжку (—π; 0). Отже, функції, побудовані на (-π; π), мають властивості /  yi(ti)dti =  0 і
— ТІ

відрізняються від sign bn‘.(ti) на множинах, міри яких не перевищують КціП~г(1 — ί/;)-1, 

і =  1, 2.

Відтак побудуємо функції <р;(£і;£2) =  ViiU), t Є Т2, і функції f t(x) такі, що (/г·)^· =  

<Рі(х). Можна показати (див., напр., [3]), що функція f 0(x) =  fi(x) + f 2(x) задовольняє 

умову (fo)^(x) =  ψί(χ), і =  1,2. Через це /о(х) Є і справедливим є таке співвідноше­

ння

ПС -  пг а Пі+1
/(/ο(3+ί,?ί))^;((,·)Λ,· = J | ;̂(і,)|at, + о(і) *  .

—  71  —  7 1

На підставі (8) можна зробити висновок, що для знайденої функції /о(х) має місце 

співвідношення (7). Поєднуючи (6) і (7), отримаємо

І  V- ψί(ηί) ί І,βί.Z(.c2̂ s n) = -  E  /  |b£;(ii)|<ftf 
/=1,2 '/i _ π

+0 (1)Γ r  ipi(ni)qi Г  гРі(пі)£Пі(гРі) Ql/Q 1

. , 4  ( i ^ K + , 4  (ϊ"-<ί.·)2 + (T l' Yz).

Із результатів роботи [1] випливає рівність

Поєднуючи дві останні рівності, отримаємо асимптотичну формулу (1). □

Зазначимо, що рівності Ці =  Qi, і =  1,2, є одними з умов, за яких співвідношення (1) 

забезпечує розв'язок відповідної задачі Колмогорова-Нікольського (див., напр., [7, с. 57]).

R e f e r e n c e s

[1] Nikol'skii S.M. Approximation of the functions by trigonometric polynomials in the mean. News of Acad, of Sc. 

USSR 1946,10 (3), 207-256. (in Russian)

[2] Novikov O.A., Rovenska O.G. Approximation of the periodical functions of high smoothness by the right-angled 

linear methods. Computer Research and Modeling 2011,3 (3), 255-264. (in Russian)

[3] Rukasov V.I., Novikov O.A., Bodraya V.I. Approximation of the classes of functions of two variables with a high 

smoothness by the right-angled linear means of Fourier series. Problems of Aproximation of Functions. Theory 

and Closely Related Concepts. Works of the Institute of Mathematics, Ukrainian Academy of Sciences 2007,

4 (1), 270-283 (in Russian).

[4] Stechkin S.B. Estimation of the remainder of Fourier series for the differentiable functions. Works of Math. Inst. 

Acad, of Sc. USSR 1980, 45,126-151 (in Russian).

[5] Stepanec A.I. Approximation of some classes of periodic functions two variables by Fourier sums. Ukrainian Math. 

J. 1973, 25 (5), 599-609. (in Russian)

[6] Stepanec A. I. Approximation of ψ-integrals of periodic functions by Fourier sums. Institute of Mathematics, 

NAS of Ukraine, Kyiv, 1996. (in Russian)

[7] Stepanec A.I. Classifcation and approximation of periodic functions. Nauk. Dumka, Kyiv, 1987. (in Russian)

[8] Stepanec A.I., Pachulia N.L. Multiple Fourier sums on the sets of (ψ, β)-differentiablefunctions. Ukrainian Math. 

J. 1991,43 (4), 545-555. (in Russian)

[9] Stepanets A.I., Serdyuk A.S. Approximations by Fourier sums and best approximations on classes of analytic functi­

ons. Ukrainian Math. J. 2000, 52 (3), 375-395. (in Russian) doi: 10.1007/BF02513138

[10] Zaderey P.V. Integral presentations of deviations of linear means of Fourier series on the classes of differentiable 

periodic functions of two variables. Some problems of the theory of functions. Coll. of Sci. works. Institute of 

Mathematics, Kyiv, 1985,16-28. (in Russian)

Надійшло 16.06.2012

Novikov O.O., Rovenska O.G. Approximation of the periodical functions of high smoothness by the right- 

angled Fourier sums. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (1), 102-109.

We obtain asymptotic equalities for upper bounds of the deviations of the right-angled Fourier 

sums taken over classes of periodical functions of two variables of high smoothness. These equali­

ties in corresponding cases guarantee the solvability of the Kolmogorov-Hikol'skii problem for the 

right-angled Fourier sums on the specified classes of functions.

Key words and phrases: Kolmogorov-Hikol'skii problem, (ψ, /S)-derivative, right-angled Fourier 

sums.

Новиков O.A., Ровенская О.Г. Приближение периодических функций вьісокой гладкости прямо- 

угольньши суммами Фурье / /  Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 

102-109.

Полученьї асимптотические формули для верхних граней уклонений прямоугольньїх 

сумм Фурье на классах периодических функций двух переменннх високой гладкости. Зти со- 

отношения в некоторнх важних случаях обеспечивают решение известной задачи Колмого- 

рова-Никольского для прямоугольньїх сумм Фурье и указанних классов функций.

Ключевьіе слова и фрази: задача Колмогорова-Никольского, (ψ, /5)-производная, прямоу- 

гольние сумми Фурье.
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An estimate of a joint possibility distribution of two fuzzy numbers, based on fuzzy relations 

with a third fuzzy variable, is suggested. This leads to the operations of conditional addition and 

conditional multiplication, of interactive fuzzy numbers for which joint possibility distributions 

with a fuzzy variable are known.
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I n t r o d u c t io n

Simulation and prognosis for natural, economic, and social processes should take into ac­

count unavoidable imprecision in input data and parameters, as well as non-determinism, 

which is inherent to such processes. Therefore fuzzy sets, fuzzy numbers, and fuzzy logic are 

used extensively in this class of problems [1].

Extension of functions and operations from crisp sets onto fuzzy ones follows the widely 

known extension principle by Lofty Zadeh [4]. In particular, when a function of several variables 

is extended, a fuzzy joint distribution of the variables is constructed with the assumption of 

non-interactivity. The latter property is analogous to independence of random variables. Not 

only such an assumption can be unrealistic, but difficulties arise if the domain of a function of 

several variables is not the cartesian product of domains for the respective variables.

In the presented paper we construct operations on one- and many-dimensional fuzzy vari­

ables that take into account their simultaneous fuzzy relations with other variables. The omit­

ted proofs are straightforward and can be easily reproduced by the reader.

1 Jo in t  d is t r ib u t io n  o f  in d ir e c t l y  f u z z y  r e l a t e d  v a r ia b l e s

In the sequel I  =  [0; 1] is the unit segment with the standard metric, їм  : M  —> M is 

the identity mapping from a set M  onto itself. Recall that a metric space is called proper if all 

its closed bounded sets are compact. This implies completeness and local compactness, but 

the converse is not true. From now on all metric space are considered proper, unless otherwise 

is stated explicitly.

Let (X, d) be such a metric space. A mapping A : X —> I  is called a (normal upper semicon- 

tinuous) fuzzy X-valued variable if:

©  Nykyforchyn Kh.O., 2013

(i) A is upper semicontinuous;

(ii) there is x Є X such that A (a) =  1.

A fuzzy X-valued variable A is called weakly bounded if the following is also valid:

(iii) the α-cuts Aa =  {x Є X \ A(x) ^  a} for all а Є (0; 1] are bounded sets.

The set of all fuzzy X-valued variables is denoted by J~(X), and J-o(X) is the subset of all 

weakly bounded fuzzy X-valued variables.

Observe that (i) implies that all α-cuts are closed sets, hence they are compact. Moreover, 

the hypograph of the function A, i.e., the set hypo A =  {(*, а) Є X x I  | a ^  A(x)}, is closed 

as well. This allows to define the distance between X-valued fuzzy variables as the Hausdorff 

distance between their hypographs:

dH(A,B) =  inf{£ 0 I for all x Є X there are X\, x2/

such that d(x,xi) ^  ε,Α(χ) < B(xί) -\-ε,ά(χ, x2) ^  £,B(x) ^  A(x2) +ε}·

Thus we avoid negative effects, which appeared in the previous attempts to apply Hausdorff 

distance to fuzzy numbers [2].

Proposition 1.1. The metric space (.F (X ),d^) is complete, and the subspace (J-o(X),d^) is 

closed in (.F(X), dn), therefore is complete.

Observe that the metric du is bounded from the above by 1, hence neither (.F(X), dn ) nor 

(Jo (X ), Ah ) is proper for an unbounded space X.

The number A (x) is usually interpreted as the plausibility of the event "The fuzzy variable 

A attains the value x", and the function A itself is considered as a possibility distribution 

for the variable in question. If an Y-valued fuzzy variable В is uniquely determined with 

an X-valued fuzzy number A via a mapping /  : X -» Y, then, by Zadeh' extension principle, 

the fuzzy distribution of В is estimated as follows: B(y) =  sup{A(x) | x є X, f(x) =  y} for all 

у Є Y. The latter distribution function may fail to be upper semicontinuous, but the following 

statement holds.

Proposition 1.2. If  the values of an Y-valued fuzzy variable В are determined with the values 

of А є .Fo(X) via a continuous m app ingf by the above formula, then В Є F q(Y),

hypo В =  (/ x In) (hypo Λ) U (Y x {0}),

and the correspondence A i—>· В is a continuous m apping J-q(X) —> ^ο(Υ) (which is denoted 

by M f )  from now on).

Let X i,. . . ,  Xfc be proper metric spaces, Αχ,... ,A k weakly bounded fuzzy variables with 

the values in these spaces. Then (A\,... , Ak) attains the values in X\ χ · · · x Xk. If joint 

non-interactivity of A\,. . . ,  Ak is assumed, then the standard inference on the possibility dis­

tribution if (A\,. . . ,  Ak), by the extension principle, is of the form

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


where A is pairwise minimum of real numbers. For interactive variables a joint distribution 

can differ, but necessarily

^о(ргг)((Л і.......Ak)) =  Ab і =  1........k.

Assume that, for weakly bounded fuzzy variables A\ Є ^ (Х і) ,  A2 Є .^(Х г), В Є ^ο(Υ), 

joint possibility distributions of (АЬ В) Є Jo (X i x У) and (A2,B ) Є Fo(Xz x У) are known. 

They describe fuzzy relations between the values of the variables A\,A2 and the values of B. 

Following the arguments for the extension principle, we analogously deduce that a reasonable 

estimate for the distribution of (Αχ, A2, В) is given by

A 1 ®вА2{хі,х2,у) =  (A1,B)(xlry) Л (A2,B)(x2/y), xx є Xlfx2 Є X2,y Є У. 

Proposition 1.3. The introduced above mapping

®... : {(C i,C2) Є 7b(Xi x У) x ^o(X2 x У) І ^о(рг2)(С!) =  -F0(pr2)(C2)} -+ F0(X 1 x X2 x У) 

is continuous.

Remark. The equalities

■^o(pr13 )(A1®b A2) =  (Αι,Β), Jb(pr23) (A i^ BA2) =  (A2,B), 

are obviously valid, i.e., the suggested estimate is compatible with the input information.

2 C o n d it io n a l  f u z z y  a r it h m e t ic

From now on we consider the sets R", n Є N , with the metrics that are determined by any 

of the equivalent norms

II (я і,я2, . . .  ,яп) Up =  (|яі |p + |я2|р + ■ · · + |я„ \p) p,

for p Є [1, +oo), or

||(яі,я2,...,я„)||оо =  тах{|яі|,|я2|,...,|я„|}.

The choice of norms does not affect the validity of the following statements. The obtained 

metric space R ” is proper, consequently, (.Fo(R"), ̂ н) is a complete space.

Let X be a proper metric space, and let weakly bounded joint possibility distributions of 

R-valued variables A\,A2 with an X-valued variable В be given. Having estimated a joint 

distribution of (Ai ,A 2,B) by the function A\ A2 that was constructed above, we define 

the sum and the product of A\ and A2 over В as the weakly bounded R-valued fuzzy variables 

with the following joint distributions with B:

A\ A2 =  J :o((+) x 1ц)(Аі <8>в A2), Αχ ©g A2 =  x 1π)(Αχ ©g A2),

where (+) :R x R - > R  and (·) : R  x R  —> R  are respectively the addition and the multipli­

cation of real numbers.

Theorem 1 . The operations

: {(C i,C2) Є Jo (R  x X) x 7b(R x X) I ^ (p r2)(C i) =  .F(pr2)(C2)} -»· F 0(R  x X)

are continuous, associative, and commutative.

We call the defined operations the conditional addition and the conditional multiplication 

of weakly bounded fuzzy numbers considering their joint distributions with a third weakly 

bounded fuzzy variable.

Remark. Obviously the conditional sum of fuzzy vectors, i.e., of R n-valued fuzzy variables, 

can be defined analogously. Subtraction is obtained as addition of A\ and ( —1) ■ A2. To 

construct division, it is necessary to restrict ourselves to the divisors with zero possibility of 

the value 0.

3 C o n c l u d in g  r e m a r k s

The obtained conditional generalizations of the operations of fuzzy arithmetic can improve 

efficiency of fuzzy models, e.g., in network planning, fuzzy optimization etc.

We should also note that, along with the simplest fuzzy conjunction Л, a wide spectrum of 

so called triangular norms (f-norms) is used for the construction of fuzzy arithmetic [3]. They 

can be more adequate for specific classes of problems. Such generalizations and their analysis 

w ill be the topic of a future publication.
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Никифорчин Х.О. Умовні операції над нечіткими числами / /  Карпатські математичні публіка­

ції. — 2013. — Т.5, №1. — С. 110-113.

Запропоновано оцінку спільного розподілу можливості для двох нечітких чисел, яка спи­

рається на нечіткі відношення з третьою нечіткою величиною. Як наслідок, отримано опера­

ції умовного додавання і умовного множення взаємодіючих нечітких чисел, для яких відомі 

спільні розподіли можливості з нечіткою величиною.

Ключові слова і фрази: нечітка арифметика, розподіл можливості.

Никифорчин Х.О. Условньїе операции над нечеткими числами / /  Карпатские математические 

публикации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 110-113.

Предложена оценка совместного распределения возможности для двух нечетких чисел, 

основанная на нечетких отношениях с третьей нечеткой величиной. Как следствие, полученьї 

операции условного сложения и условного умноження взаимодействующих нечетких чисел, 

для которьіх известньї совместньїе распределения возможности с нечеткой величиной.

Ключевьге слова и фрази: нечеткая арифметика, распределение возможности.
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We construct a functional calculus for generators of analytic semigroups of operators on a Banach 

space. The symbol class of the calculus consists of hyperfunctions with a compact support in [0, oo). 
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I n t r o d u c t io n

Roughly speaking, the aim of functional calculus is to define an operator / (A) for a function 

/  belonging to some algebra of functions (so called symbol algebra) and for some (in general 

unbounded) operator A on a Banach space. In the same time we understand a functional 

calculus as an algebraic (or more generally topological) isomorphism from symbol algebra to 

algebra of operators.

There are many ways to define a functional calculus for different classes of operators on 

different symbol algebras. One of them (the Hille-Phillips calculus) was developed in [6] and 

generalized in [10, 2, 9, 8]. For new helpful applications of a Hille-Phillips type functional 

calculus see [1] and the references given there.

In this article we use the class of hyperfunctions, supported by a compact set in positive 

semiaxis, as a symbol algebra and construct an analogue of Hille-Phillips calculus for genera­

tors of analytic semigroups of operators on a Banach space.

The hyperfunctions were introduced by M.Sato in [11]. We can understand Sato's hyper­

functions as a generalization of the concept of boundary values of complex analytic functions 

and as an extension of ultradistributions with a compact support [7]. Theory of hyperfunctions 

is a very useful tool in the study of D-modules, holonomic systems of differential equations, 

and especially some aspects of symplectic geometry and harmonic analysis that are part of 

microlocal analysis, especially algebraic microlocalization.

1 P r e l im in a r ie s  a n d  d e n o t a t io n s

Let Jzf(X) denote the space of continuous linear operators over a locally convex space X 

and let X ' be the dual of X. Throughout the paper, the spaces 3?(X) and X' w ill be endowed 

with the locally convex topology of uniform convergence on bounded subsets of X.

(C) Patra M.I., Sharyn S.V., 2013

Let R + := [0, oo) stand for the nonnegative semiaxis. A family { Li (i) : t Є 1R+} of bounded 

linear operators on a complex Banach space (E, || ■ ||) is called a one-parameter semigroup if 

li(  ) is a mapping U(-): R+ i— > -^(E) such that U(t + s) =  U(t)U(s) and U(0) =  / is the 

unit operator. The operator

:= lim x є щ л ),
f->+0 t

where D(A) consists of all x Є E for which the previous lim it exists, is called a generator of 

the semigroup {U(t) : t Є 1R+}. To emphasize that an operator A generates a semigroup, we 

w ill use the standard notation {etA : t Є 1R+} or {etA}teR+ instead of {U(t) : t Є R+}.

The semigroup {etA : t Є R+ } is a Co-semigroup iff lim f_>.+o \\etAx — x|| = 0  for all x Є E. 

If {eM}te]R+ is a Co-semigroup then the following properties hold (see [3]):

• if x Є D (A) then etAx Є S(A ) and AetAx =  etAAx,

• etAx Є £>(A) for all x Є E,t Є R+ and S(A ) is dense in E.

Let Lg be an open sector in C, defined as

Σθ := {z Є C : I argz| < 0}\{O}.

It is obvious that closure of a sector Σρ is defined as Σ 1̂ := {z € C : | arg z| < 0}.

We say that a bounded C0-semigroup {U(t) : t Є R+} on a Banach space E is a bounded 

analytic semigroup (see [5,12]), if there exists 0 < Θ < j  such that

• li(f) is a restriction onto R+ of an analytic family of operators li(z) in open sector Σθ;

• U(s + z) =  U(s) o U(z) for all s, z Є Σ$;

• for each ϋ < Θ the family (ii(z )}  is uniformly bounded in Σ 1̂ and U(z)x —> x as z —>-0 

in Σ 1̂ for each x Є E.

Let H(W ) denote a vector space of all holomorphic functions on an open set W C C. We 

follow [4] in defining the space of functions

H := lim ind(lim pr H^ jt),
K k

where

HK,k : = { F  Є Η (Ω Χ) : ||F|U,fc := sup |F(z)|efcRe2 < oo},
L z e n K 3

and .

Ω κ := j z e C :  |Imz| < + W

In other words, H is the space of functions F, which are holomorphic in a some angular neigh­

borhood Сік of [0, oo) with finite norms ||F||K<fc for each k.

Here and subsequently, Л (П ) denotes the space of real-analytic functions in an open set 

Ω  Є R. Let .4(R+) denote the space of germs of real-analytic functions on neighborhoods of 

the semiaxis [0, oo). A restriction of any element of -4(R+) is uniquely defined function on R+. 

In the sequel we w ill treat ,A(R+) as the space of such restrictions.
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It is clear, that restrictions of functions from H onto [0, oo) form a subset in .A(R+), which 

we w ill denote by the symbol H+. Since R+ C Ωχ, for any bounded function /(z) the inequa­

lity supzeE |/(z) I < supzeClK |/(z) I holds. Therefore, φ Є H+ iff it is a real-analytic function 

on R + satisfying the condition

sup \(p(t)\ekt < oo

for each k and it can be continued in an angle for some K.

Let Ω  be an open set in R  and V be an open set in C containing Ω  as a relatively closed set. 

The vector space of all hyperfunctions on Ω  is defined (see [7,11]) to be the quotient space

Β(Ω) =  H (V\ n)/H (V ),

where H(V) denotes the restriction of H(V) to V \ Ω. The hyperfunction represented by an 

F e H(V \ Ω) is denoted as follows

f  =  [F]=F(t + iO )-F (t- iO ) or f(t) =  [F (z)]2=f.

The representative F is called a defining function of the hyperfunction /.

The set of all hyperfunctions with a support in a fixed compact set K C Ω  is represented 

as Βχ(Ω) =  H(V\ K)/H(V). Let Β0(Ω) denote the space of hyperfunctions with a compact 

support in Ω.

The following statement from [7] w ill be used in the sequel.

Theorem 1. Let Ω  c  R  be an open set. Then we have the isomorphism of vector spaces 

Βα(Ω) =  .Α(Ω)'. Fora φ Є .4(Ω) and an f  =  [F] Є Bc(Cl) with F є H (V  \ supp / ) , the 

canonical bilinear functional is given by

(f'<P) =  - ^F(z)<p(z)dz, (2)

where Г is a closed path in the intersection of the domain of the analytic continuation φ of a 

function φ and the domain ofF, and surrounding supp /  once in the positive orientation.

2 C r o s s - c o r r e la t io n

Let us denote by BC(R+) the space of all hyperfunctions with a compact support in the 

semiaxis [0, oo). For any /  =  [F] and g =  [G] from Bc{R+) we define the convolution f  * g by 

f  * g =  [H], where

H(z) =  — j) F(w)G(z — w)dw,

and Γ is a closed path in the intersection of the domains of analytic functions w i— > F(w) 

and w i— > G(z — w). It is known [7], that the space £>C(R +) is an algebra with respect to the 

convolution with Dirac delta-function δ(χ) as an unit element.

The cross-correlation of a hyperfunction /  =  [F] Є £?C(R+) and a real-analytic function 

φ Є H.(R+) is defined to be

( / *  f)(t) := - F(ζ)φ(ζ + t)dz, t Є R+,

where Г is a closed path in the intersection of a domain of the analytic function ζ i— >· F(z) and 

a domain of z >— > φ(ζ + t) (here φ is the analytic continuation of φ), and surrounding supp /  

once in the positive orientation. The correctness of the definition follows from Theorem 1.

Theorem 2. For a hyperfunction f  =  [F] Є BC(R+) and a function φ Є .A(R+) the cross­

correlation f  * φ is a real-analytic function, belonging to A  (R+).

Proof. According to Pringsheim's theorem [7, Theorem 2.1], an infinitely differentiable function 

φ belongs to *4(R+) iff for each compact set K c  R+ there exist constants h > 0 and C > 0 

such that inequality

sup|<p(”)(x)| < Chnn\
ХЄК

holds for any n Є Z+.

Let K C R+ be a compact set. The following inequalities hold

sup !(/★ =  sup - Ρ (ζ )φ ^ (ζ  + t)dz < sup |F(z)| · |φ^η\ζ + t)\dz
teK teK “'r  teK

< sup sup \<p(n\z + 01 /  |F(Z)I dz < sup sup \φ̂η\ζ + i)| sup |Ρ(ζ)|μ(Γ),
teK 2ЄГ -'Г teK 2ЄГ 2ЄГ

(3)

where μ(Τ) denotes the length of Γ. Note, that supzer |F(z) |μ(Γ) < oo.

Via the maximum-modulus principle in complex analysis there exists a point Zq Є Г, such 

that supteK supzer \φ(η\ζ + £)| =  s u p ^  \φ(η\ζο + i)|. The function R  3 t ι— > \φ(η\ζο + i)| 

is a restriction of the analytic function C 3 ζ ι— > \φ(η\ζο + z)|, therefore \φ(η\ζο + t) \ is a 
real-analytic function. So, by Pringsheim's theorem there exist constants h > 0 and C > 0 such 

that supteK \φ̂η\ζο + f)| < Chnn\.

Finally, we can continue the inequality (3) as follows

sup \ (f * <p)^(t)\ < μ(Τ) sup \F(z)\Chnn\ =  C\hnn\,
2ЄГ

where Ci := μ(Γ) sup2er |F(z)|C, which proves that (/ * f){t) Є Д ^+ ).

The following statement may be considered as an improvement of Theorem 2.

□

Theorem 3. For a hyperfunction f  =  [F] Є jBc(R+) and a function φ Є H+ the cross-correla­

tion f  * φ belongs to H+.

Proof. Note, that function 11— > (f * ψ){ί) can be continued to the analytic one

Ω κ 3 s ι— > {f*(p)(s) := - F(z)<p(z + s)dz,

for some K, since φ Є Η.

Since bilinear form (2) does not depend on choice of the path Γ, we assume, that a domain

(1) always contain the path. Then for each k we have

sup I (/  * φ) (t) I ekt =  sup
fGlR+ £GlR+

(f  F{z)(p(z + t) dz ekf < sup — φ F[ζ)φ{ζ + s)eks dz 
JT senK

sup
seClK

I F(z)^)(z + s)ek(s+z'>e kz dz < sup <£ |F(z)||̂ o(z + s)|efcRês+ẑ  kRez dz (4) 
•I■Γ seQj; •'Γ

< sup sup \φ(ζ + s)|efcRe(s+z) <1 |F(z)|e_fcRe2dz.
2ЄГ seQK -*T



In the case 0 ^  supp/ it is possible to choose the curve Г such that Г C Vk, where Vk '■= 

jz  Є C : |Imz| < ^p } · Note, that inequalities

I . . і і X I It I It I ReS 1 ^eZ Re(s+z) 1|lm(s +z)| =  |lms + Imz| < |lms| +  |lmz| < —  + + - j r  = ---^----Ь

imply r — s + z Є Ωχ for any s Є Ωχ and z Є Vk- Since φ Є H , the inequality (4) can be 

continued as follows

sup I (/  * φ) (f) I ekt < sup sup \φ(ζ + s) |efcRe(s+Z) /  |f ( z )|e-kRezd z

f6R+ 2ЄГ se n K

=  sup |<p(r)|efcRer (f \F(z)\e~kRez dz < oo. 
reClK •'Γ

Consider the case 0 Є supp/. Let us use Ω2χ instead of Ωχ in the estimation (4). Then we 

obtain

sup I (f * φ)(ί)\ ekt — SUP SUP liKz +  s)lekRe(s+zU  \F(z)\e-kRezdz. (5)
£GlR+ zgT sg02jic ^

Inequalities

|lm(s + ζ) I =  |lms + Imz| < |lms| + |lmz| < ^  + 4^ 2 + ^  + 4^ 2 < ^  ^

imply r — z + s Є Ωχ for any z Є Ω2χ and s Є Ω2κ· Since Γ C Ω2κ and φ Є H, the inequality 

(5) can be continued as follows

sup I( / *  φ)(ί)| <sup sup \<p{z + s) |efcRe(s+z) I  \F(z)\e~kRez dz
feR+ ZGT S&C12K ^

=  sup \q>(r)\ekRer \F(z)\e~kKez dz < oo. 
гєпк

Hence, /  * φ Є H+. □

3 O perator calculus

Let A be a generator of an analytic semigroup {eM}i6R+. Let D+(A) be a subspace in the 

Banach space E, defined by

D+(A) := |х(л) : х(л) := jf  etAxcp(t)dt, x Є E, φ Є H+|.

Note, that we understand the above integral in the Bochner sense [6].

Theorem 4. The subspace D+ (A) is dense in E.

Proof. Suppose that D+ (A) is not dense in E. Then by Hahn-Banach's theorem there is nonzero

functional x' Є E' such that (x', x̂ A)) =  0 for all x Є £>(A°°), where 2)(A°°) := f|aez+ ® (A*),

and D (Aa) is the domain of operator Aa.

From the Bochner's integral properties [6, 3.7] it follows that

Since A is a generator of a Co-semigroup, 0(A°°) is dense in E (see [5]). It follows that for any 

x Є S(A°°) the real-analytic function t 1— > (x',etAx) must vanish identically on [0, +oo) since 

otherwise it would have been possible to choose φ Є H+ such that (x', хщ ) does not vanish. 

Thus in particular for t =  0 we obtain that equality (x',x) =  0 holds for every x Є 2)(A00). 

Therefore x' =  0 which contradicts the choice of x'. □

For each hyperfunction /  =  [F] Є jBc(1R+) the operator /(A ) is given by

+ 00

/(A ) : D+(A) 9 x(A) 1 * /(А )х (д} =  J  etAx{f* cp)(t)dt Є D+(A).

o

The mapping Фд : BC(R+) 9 /  i— > f(A ) є Jtf(D+(A)) is called the operator calculus 

for generators of analytic semigroups of operators on the class of Sato's hyperfunctions with a 

compact support in R +.

Theorem 5. For each φ Є H+ the m apping Фд produces an algebraic homomorphism from 

the convolution algebra BC(R+) into the algebra of linear continuous operators over D+(A).

Proof. Let / , g Є BC(R+), Ά,β Є R. The linearity Ф д (а/ + fig) =  аФ д(/) + £Фд(#) of the 

mapping Фд is clear via the linearity of the integral.

Let us show that Ф д (/ * g) =  Ф a (J) ° Фл(#)· Let F and G be defining functions of the 

hyperfunctions /  and g respectively. Using the method of variable changing, for an arbitrary 

X(^) Є D+ (A) we obtain

+ 00

(f * 8 ) (A )x(A) =  J  etAx((f * g) * <p)(t) dt

0 
+ 00

= / « * * ( -  

0
+oo

etAx ̂  — j) F(iv)  ̂ G(z — τν)φ{ζ + t) dẑ j dw ĵ dt

ο Γ2 Γι
+ 0 0

etAx(̂  — j) F(w){^ —j> G(z)<p(z + w + t) dzj dioj dt 

о Г2 Гз
-j-oo -f oo

=  /  etAx (f* (g *< P ))(t)d t= f(A ) j  etAx(g*(p)(t)dt =  /(А )#(А )х(л),

o o

where T\,T2 are suitable curves and Г3 is a linear shift of the Γι.

For Dirac delta-function i(x) we have

+00 +00

δ(Α)Χ(Α) =  J  etAx(6* (p)(t)dt =  J  eiAX(p(t)dt =  X(Ay

0 0

j) ( — j) F(w)G(z — w) divjq>(z + t) dẑ J dt

So, δ (A) is an unit operator on D+(A). □
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У даній статті ми знову повертаємося до відомої задачі Валле-Пуссена: знайти роз­

в'язки звичайного лінійного або нелінійного диференціального рівняння п-го порядку із 

відомими значеннями шуканого розв'язку в η заданих точках. Очевидна фізична інтер­

претація даної задачі: знаючи стан деякого процесу в f,· (і =  1, 2, . , . ,η )  моменти часу, 

визначити його стан у довільний момент часу £. При цьому фізичний процес описується 

математичною моделлю у вигляді деякого диференціального рівняння. У такій поста­

новці дана проблема вперше була сформульована та частково розв'язана Валле Пуссе- 

ном у 1929 році [1].

Зараз основними проблемами залишаються встановлення умов існування та єдиності 

розв'язків поставленої задачі і знаходження ефективних способів їх побудови. На відміну 

від різних методів дослідження задачі, розглянутих авторами ряду статей (див., напри­

клад, [1, 2, 3]), ми пропонуємо інший підхід, який ґрунтується на відшуканні розв'язків 

системи (1) на множині функцій, що задовольняють умови (2). Це дозволило сформу­

лювати та довести нові теореми існування та єдиності, а також обґрунтувати існування 

ширшого, ніж наведено у вказаних вище роботах, класу функцій, для яких досліджувана 

задача має розв'язок. Пропонований нами алгоритм одночасно дає можливість знаходи­

ти такі розв'язки.

Розглянемо систему диференціальних рівнянь

*(") = f ( t ,x ,x ', . . . ,x (n-V), (1)

де х =  (х\, х2, ■ - ■, Хт)Т, f  =  {fir fir ■ ■ ■ ,fm)T — вектори m-вимірного евклідового простору 

Em, та поставимо задачу відшукання її розв'язків, що задовольняють умови

x(ti) =  Хі, і =  1,2, . . . ,  и; 0 =  ii < t2 < ■ ■ ■ < tn =  h. (2)

(C) Собкович P.I., Казмерчук A.I., 2013
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Зауважимо, що умови (2), не обмежуючи загальності, можна вважати заданими у ви­

гляді

x(tj) = 0, ζ =  1, 2, . . . ,  я; 0 =  fi < Ї2 < ■ ■ ■ < tn =  h,

оскільки цього можна досягти за допомогою заміни шуканої функції у вигляді інтерпо­

ляційного полінома Лагранжа

п P it )  п

*(0 = у(0 + Σ  ΈΤΓ) ' Xi' РіW = П  (* “  ti)·
1=1 l\ і=Ьіфі

Нехай функція /(ί, у0, у\,.. . ,  уп-1) визначена та неперервна в області

D =  [0;h] x І0 х h х ■ ■ ■ х In-ι, Is =  [as,bs], s =  0,1,.. .,η  - 1 .

Означення, η раз диференційовну на відрізку [0;/ζ] функцію x*(t) називатимемо роз­

в'язком задачі (1), (2), якщо (ί) Є ls, s — 0 ,1 ,2 ,... ,η  — 1, і тотожно задовольняється 

рівність x[n\t) — f{t, x*(f),x' (t),. . . ,  хіп~г\і)), а також виконуються умови x*(t,·) =  Xj.

Побудуємо інтегральний оператор L /(ί, x,x', . . . ,  χ(η~^) так, щоб рівняння

x =  L\f) (3)

та задача (1), (2) були еквівалентними. Еквівалентність задач ми розуміємо в тому сенсі,

що функція χ*(ί), будучи розв'язком інтегрального рівняння х =  L[f], повинна також

бути розв'язком задачі (1), (2). І навпаки: кожен розв'язок задачі (1), (2) повинен задоволь­

няти рівняння x =  L [/].

Користуючись методикою, запропонованою нами в [4], отримуємо

Llf] = Е щ ^  ( j  (*(и -1)! ■f(s' x(s)'x'(s)'---'xin~1)(s))ds + xi j  ■

Серед властивостей многочленів, використаних при побудові оператора L, виділимо 

такі:

=  /  °' І ^  *' і =  1 2 п (4)
Ш  1 1 ,;· =  * ' ' .........  ' { )

у ' Р і(0  1 /■СЛ

S ®  1 (5>

^  j f >  ( ( ) ■ ( ( , -  О ”" 1 „/ , р / , n 0/ s 0/1/ 2, . . .  f ті 2, (6)
*•=1

5  і У.; «τ»
Рівність (4) перевіряється безпосередньо. Доведення тотожності (5) очевидне, оскіль­

ки многочлен п — 1 степеня у лівій частині рівності в п точках tj приймає однакові значе­

ння 1 .

Доведення двох наступних тотожностей (6) та (7) ґрунтується на співвідношеннях

0, s =  0 ,1 ,2 ,. . . ,  и -  2,П +S

ν ' -
Pi(ti) і  1, S =  п - 1, 

які випливають з наступних міркувань. Розглянемо систему лінійних рівнянь

Х\ + Х і + · · · + Хп =  0, 

t\X\ + t2Xl + · · · + tnxn — 0,

(8)

ί” + t1̂ Х̂2 + ‘ ‘ ‘ + ^хп =  1

1 1 .. 1

Обчисливши її головний визначник Δ =
h *2 •

tn-1 
Γ1

tn-\
l2 i"-1

та М1НО-

риД k =

1 .. 0 ... 1

h .. 0 ... tn
, які є визначниками Вандермонда, отримуємо

хй-1
rl .. 1 .. . i» -1

Δ = Π  ( 'i- tj), Δ , =  (-1)"+* П  (‘і- У ·
1 <j<i<n 1 <j<i<n

(- i)
n+k

Δ/t

^ k Δ (h — h )(h  — h) ■ ■ ■ (tk — h-i)(h+ i ~ h) · · · (t„ — h) Pk(h)
Обґрунтуємо еквівалентність задачі (1), (2) та задачі відшукання розв'язків рівняння 

x =  L [/]. Насамперед зауважимо, що побудований нами оператор L довільну неперерв­

ну на відрізку [0; h] функцію g(t) відображає у п раз диференційовну на цьому проміжку 

функцію p(t) — L[g(t)], що задовольняє умови ρ(ί,) =  Х{, і =  1,2, . . .  ,п. Це випливає з

(4). Тому довільний розв'язок x*(t) рівняння (3) задовольняє умови (2). Продиференці- 

ювавши тотожність x* =  L f  (t, χ*, χ ',. . . ,  та використавши співвідношення (6),

дістаємо

_  f  Ш . ( i  i i i z i i r ! . f(s ]ds+x)  + f ( t x  χ (- 4 ) f  Ρί(ί) (ίί ~ І Г 1
' ~ h m )  \J (n - i) !  № - ) * + * + / ( « . * .........*♦ > ь Р.(1і) ( „ _ ! ) ,

η Γ)/

,^ Ρ ,(ί ,)  І /  ( я - 1)! 
\ч

ί {tj - 
J (η

η-1

■ / ( s , . . . )ds + Хі .

Продовжуючи процес диференціювання та спрощуючи отримані вирази за допомогою 

тотожностей (6), на η-тому кроці отримаємо рівність

х[п) =  f ( t ,x * ,.. .,x ln l j ) · Σ
(η—1)\ \п-\

j t i  Pi(ti) (я- 1 )! '

або, враховуючи (7), х ^  =  f(t,x * ,.. . ,х[п ^).



Те, що кожен розв'язок задачі (1), (2) е розв'язком рівняння х =  L[f] випливає з пред­

ставлення рівняння (1) у вигляді

t t t

x(t) =  L [0] + J  J ... J  f  ^ ,χ (ί),χ '(ΐ),...,χ^η ^ (f)) dt dt .. .dt,

o o  o 

t

x(t) =  L[0] + j ~ j y  • / ( i “ s)(n 1} ■ f  (s,x(s),x '(s),...,x(n 1}(s)j ds, (9)

o 

*1 + 1

та
/ \ 

врахування рівностей f  (ti ~ · /  is, x(s),x'(s),. . . ,  x^"“ 1)(s)J ds =  x!+i — x,

які випливають з (9) та умов (2).

Зауважимо, що, побудувавши для правої частини (9) інтерполяційний поліном Ла- 

гранжа із значеннями хг· в точках f,, отримаємо многочлен

Ц Щ і )  ( j  ~\п - 1 )! ■ f(s' x(s) 'x'(s)'---'x{n~1)(s)) ds + x^j ,

який співпадає з інтерполяційним поліномом Аагранжа для виразу

W  =  V f ) , 1 .....*(’" ')W)

Введемо у розгляд функцію K(t,s), визначену в квадраті [0;/і] х [0; /г], а в тому числі і 

у кожній із 2и — 2 областей βψ і =  1, 2, . . . ,  п — 1, / =  1, 2, на які розбивають цей квадрат 

п — 1 прямих s =  ti та пряма t =  s (вказані області зображені на рисунку). Визначимо її 

за допомогою співвідношень

ds + х, І .

K(trs) =

η — 1

Ρι( h )  (η-1)
; h <  s <  h , s <  t <  tn;

i  Pi(t) Pk(t) (tk - s)”-1) < s < ffc+1,s < t < i„;

(n—i)! ' ’ (f2 - s)” 1 H Ь · (tn - s)”-1) ) h  < t < t2, s > t;

k _ (ώ)! ' ( т а Й )  ' (**+1 _S)” 1 + 1  -  t k + 1 / S  -  t;

Відмітимо наступні властивості введеної функції.

1) Функція K(f, s), як функція від змінної t, при довільному s Є [0, /і] задовольняє рів­

няння χ(") (f) =  0. Даний факт очевидний, оскільки по змінній t функція K(t, s) є много­

членом степеня п — 1 .

2) Функція K(t,s) неперервна в квадраті [0,h] х [0,/і]. Справді, розриви можливі 

вздовж прямих s — ti та вздовж прямої s =  і. Але, як легко перевірити, значення функції 

K(t, S) у сусідніх З ЦИМИ прямими областях Sjj рівні.

3) Вздовж прямих t =  t{, і =  1 ,..., п — 1, значення функції K(t,s) дорівнюють 0. Дане 

твердження випливає із співвідношень (4).

4) Похідна 3{η̂ „ Κ[)^ вздовж прямої t =  s має розрив величиною 1, тобто

a(n-1)X(s + 0,s) d ^ K ( s - 0 , s )  _ 1
at» -1 θί" - 1

Доведення цієї властивості реалізується безпосередніми обчисленнями. Зокрема для су­

міжних областей Sfci та маємо

”- 1 (ifc-s)”-1а(я-і)к(5 + о,5) a(»-1)x(s - о,s) (ti - s)

Ρΐ(ίΐ) Pk(tk)θί" - 1 θί”" 1 

(ifc+1 - s) " - 1 {іп-8)*-г\ f  (^ - S )”- 1

Ρη(ίη) /  “ t Pi(ii)Pfc+l̂ fc+l)

Отриманий вираз відповідно до співвідношень (8) дорівнює 1.

Введену нами функцію K(t,s) в силу властивостей 1)-4), характерних для функцій 

Ґріна крайових задач, назвемо функцією Ґріна задачі (1), (2).

Тепер, використовуючи функцію K(t,s), задачу (1), (2) можна записати у вигляді 

тегро-диференціального рівняння

1Н-

h

x(t) =  L [0] + J  K(t,s)-f (s, x(s),. . . ,  x(n_1) (s)) ds. (10)

Зупинимося на теоремах існування та єдиності розв'язків поставленої нами задачі або 

рівняння (10).

У просторі векторів и =

/  и0 \

М і

У ми_ i J

Є Етп введемо в розгляд оператор А, означивши



його рівністю

L[0] + / K(t,s) ■ f  (s,u0(s),ui(s),... ,u n(s)) ds
0

A(u) =  і  L/ [°1 + ' f ls' “1 ,s>· ■■■,u„(s))ds

L("-» [0] + f 3n-1K(f,s)

Sf”- 1

ДЄМо(0 =  *(ί), . . ., M„_i(f) =  ^ (i). ІЗ неперервності функції f(t,yo ,.-чУп-1) випливає

існування такої векторної константи М, що для всіх точок області D виконується

(11)

(тут і далі нерівності між векторами та матрицями розуміємо покомпонентно). Крім 

цього будемо вважати, що для всіх точок квадрата [0, h] х [0, h] виконуються нерівності

<*,■,«'= 0,1.......п-\.

Нехай S — множина векторів м Є Етп, компоненти яких задовольняють такі умо­

ви as + ksM -f ps < us <  bs — ksM — ps, s =  0 ,1 ,...,«  - 1, де ps =  p ^ ( t ,x lr . . . ,xn) ,
C

p(t,X\,... ,xn) =  L[0] (I · \c =  maxfe[0;/,] | · |), а також нехай м Є S. Оскільки виконуються 

співвідношення

 ̂До + коМ + ро \

a-ι +к\М + р\

\ яп-і + кп-\М + р п-\ )

< А(й) <

(  bQ — коМ 

Ь\ — к\М — рі
Ро \

\ Ьп—і кп_\М Рп—\ )

то можна стверджувати, що Ай Є S. Тому оператор А переводить множину S в себе і, 

будучи цілком неперервним (останнє випливає з неперервності функції /), має в S хоча б 

одну нерухому точку. Відповідно задача (1), (2) при цьому теж має хоч один розв'язок.

Таким чином, вірне наступне твердження.

Теорема 1. Нехай функція f  (̂ t, x, x' , . . . , визначена та неперервна в області D,

виконується нерівність (11), а також множина S не порожня. Тоді задача (1), (2) має в S 

хоча б один розв'язок.

Дослідимо умови, при яких розв'язок єдиний. При цьому будемо вважати, що в обла­

сті D функція /  (£, у о, . . . ,  у η -1) задовольняє умови Ліпшиця за змінними у0/. . . ,  уп_ і з ма­

трицями KSrs =  0 ,1 ,..., η — 1, відповідно. Тобто для двох довільних точок (£,уо, ... ,у„_і), 

(i,yo, · · · /Уп-і) Є D виконується нерівність

71 — 1
І Ж  У0/Уі/ · ■ · / Уп—і) — /(^/УО/ У1, · ■ ■ >Уп-і) І ^  ’ І У* — У і І ·

і=1

Побудуємо послідовні наближення, визначивши їх рівностями

Mfc+i =  AMjt(f), k =  0 , 1 , . . . ,

(12)

(13)

та вибравши за початкове наближення вектор uo(t)

^ ρ(ί, ^

p'(t, Χχ, . , . ,Χη)

p(n V( t ,X i  , . , . , Χ η )

Враховуючи (12), знаходимо

|и*+і(0 -  Mfc(i) І =  |Ам* -  AMfc-i|

<

(  h \ 
1 1K(t>s) І ■ І/ (S/ (Ms))k, · ■ · / (w„-i(s))fc) - /  (s, (m0(s))*_i, . . . ,  (M„_i(s))fc_ i) I ds 
0
r dK(t,s
J ~dT 
0

I/ (s, (M0(s))fc/ · · ·, (M„-i(s))fc) - /  (s, (M0(s))jfc_i,. . . ,  (M„_i(s))fc_i)| ds

X і\ 0

an-1K(f,s)
at"-1 I/ (s, (mo(s))*, . . . ,  (M„_i(s))fc) - /  (s, (Mo(s))fc_ i , . . . ,  (w„_i(s))fc_ i)I ds

<

(  rt — l

hk0 Σ Ki \(ui(t))k - (м,(i))fc_iI 
i=l

hkx Σ Ki\(Ui(t))k - (Mf(0)*-il 
1 =1

\

h k n - i  Σ  K i\ (u i ( t ) ) k -  (M f ( i ) ) fc_ i |  i = l /
Із одержаної векторної нерівності отримуємо рекурентне співвідношення

Inn-iW lc <  Q M O L ·-  (Μ)

«-1 η-1
Q =  h - Σ  kiKi' r^ )  =  E  -  ( « i ) i t - i | /  fc =  0 , 1 ,  —  

i=0  i=0

Ітеруючи нерівність (14), дістаємо \rk+i(t) |c < Qk \r\ (t)\c. Сказане вище дозволяє сф ор­

мулювати наступне твердження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, нерівність (12), а також всі власні значе­

ння матриці Q лежать в одиничному крузі. Тоді задача (1), (2) має єдиний розв'язок x* (t), 

до якого при k —> оо рівномірно по t Є [0, h] збігається послідовність векторних функцій 

(13). Похибка характеризується при цьому векторною нерівністю

/| ** (0 - * .( 0 І N

< Q k(E- Q )-1 |мі(£) - и0(0 |с/ (15)14(0 -  *1(01

ν ι4η_1)( θ - 4 ”_1)( ο ι)
де Е — одинична матриця, k =  1,2,3,___

Аоведення. Оскільки всі власні значення матриці Q лежать в одиничному крузі, то

ί_1 , · . 00 1 ,
Σ Q < Q  ■ E  Q' =  Q · (E - Q) , lim*-»» Qfc =  Θ. Тому 

1=0 1=0

|r,+*(t) -  rk(t)\c <  E  Q*+' · M 0  - ro(<)lc <  Q 1 ■ (E - Q )-1 ■ k i(f) - r„(f)|c ■ (16)
i=0



Звідси випливає рівномірна по f Є [0,h] збіжність послідовностей {{uj(t))k} для всіх і =  

ОД,.. .,п  — 1; lim ^oo (M,(i))fc =  (Μ,·(ί))+, (uo(f))* =  Послідовні наближення (u,(t))k 

належать області D. Це випливає із структури множини S. Очевидно, що функція x*(t) 

задовольняє умови (2), оскільки ці умови задовольняють всі наближення xk(t). Оцінки 

похибок (15) випливають із (16) граничним переходом при І —» оо. Єдиність розв'язку 

x* (t) обґрунтовується методом від супротивного. Теорема доведена. □

Зауважимо, що в скалярному випадку задачі (1), (2) достатні умови існування розв'яз­

ків у роботах [1, 2, 3] отримані у вигляді нерівностей

п-1 U+1 п~1 К , ■ hi+1V  ^ п . л v-1 Ĵ tt-i-1 п
Яі — L · η і і · ττχττΓ < 1/ № =  L ,------- г

0 + 1 )1 іҐо (і + і)- 2Ч Гі+ї 1 і

L 2 2

< 1,

д _  V 2 п г 1 I- U+1 І _  1 hn V '  1

’  а " ( '  + ! ) ’ + η” ·η! л К о< 1 ·

Результати теореми 2 дозволяють покращити дані оцінки та визначити більш широ­

кий клас рівнянь, для яких існують розв'язки задачі (1), (2), а алгоритм (13) дає змогу 

знаходити такі розв'язки.
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It is well known that an entire function /  of order p Є (0, +oo) with the indicator h is of 

completely regular growth in the Levin-Pfliiger sense [5, p. 183] if the relation

log|/(z)| =  \z\ph(cp) + o(\z\p), z oo, φ =  argz Є [0,27r),

holds outside an exceptional set Co C C of disks of zero linear density. In the theory of entire 

functions of completely regular growth (see [5, pp. 182-217], [1], [2]) the following theorem is 

valid.

Theorem A. ([5, p. 194]) If  an entire function f  of order p Є (0, +oo) with the indicator h is of 

completely regular growth, then

If{<P) :=  J  у  J  І0^  '· du =  ^ ( φ )  + o(rP), r +oo,

і і ^

holds uniform ly in φ Є [0,27г].

Similar results for entire functions of p-regular growth were obtained by A. Grishin [3] 

and for meromorphic functions of completely regular growth of finite A-type [10, p. 75] by 

A. Kondratyuk [10, p. 112] and Ya. Vasyl'kiv [12] (see also Yu. Lapenko [11]).

In [13, 6], the notion of an entire function of improved regular growth was introduced, and 

criteria for this regularity were established in terms of the distribution of zeros that are located 

on a finite number of rays. In [4] this notion was generalized to subharmonic functions. A 

criterion for the improved regular growth of entire functions of positive order with zeros on a 

finite system of rays in terms of their Fourier coefficients was established in [7].

An entire function /  is called a function of improved regular growth (see [13, 6, 7]) if for 

some p Є (0, -l-оо) and p\ Є (0,p), and a 27T-periodic p-trigonometrically convex function

©  Khats' R.V., 2013
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/z(<p) ψ —oo there exists a set i i  C C contained in the union of disks with finite sum of radii 

and such that

log|/(z)| =  Iz\ph(<p) + 0{\z\pl), U $ z =  ret<p —> oo.

If /  is an entire function of improved regular growth, then it has [13] the order p and indi­

cator h.

In the present paper, using the Fourier series method [10] for the logarithm of the modulus 

of an entire function we obtain an analog of Theorem A for the class of entire functions of 

improved regular growth. Our principal result is the following theorem (see also [9]), which 

improves the results of papers [8,14].

Theorem 1. If  an entire function f  of order p Є (0,+oo) is of improved regular growth, then 

for some p2 Є (0,p)

If(<P) =  jph(<p) + 0(rp2), r -> +oo,

holds uniform ly in φ Є [0,2 π].

To prove Theorem 1, we need some preliminaries. Let /  be an entire function with /(0) =  1, 

let (A„)„eisf be the sequence of its zeros, let Qk be the coefficient of zk in the exponential factor 

in the Hadamard-Borel representation [5, p. 38] of an entire function /  of order p Є (0, +oo), 

and let
2 π

Ck(r, log I/I) := f e~tk<p Ιθξ\/(τ^)\άφ, k Є Z ,

o

In

ck(r,Irf ) := J  e-^I^cp) d<p, k Є Z , r > 0.

o

Put ([10, p. 104], [12])

Г

4 (r,f)-.= £  Nt(r,f)-.= k€ z.
|A,|<r І

Then (see [10, p. 107], [12])

c*(r,rf ) = j d{ j Ck(U' ]°e W )dU, ke Z, (1)
0 0

N k(r'f) =  ck{r, log I/I) - fc2ck(r, I rf ), k e  Z , r > 0. (2)

Lemma 1. ([7]) Let f  be an entire function of improved regular growth of order p Є (0, +oo). 

Then for some рз Є (0, p) and each k є Z

ck[r, log I/I) =  cfcr? + 0(грз), r -»· +0O,

=  c*(l - ^ / p 2)rp + 0(r<°3), r ->· +oo, (3)

where
2n

ck := ^  J  е~ікЩ (р) d<p.

o

By M i, M 2, . . .  we denote some positive constants.

Lemma 2. If  an entire function f  of order p Є (0, +00) is of improved regular growth, then

M r , If) + * e z \ { 0}, (4)

for some рз Є (0,p) and allr > 0.

Proof. Let p be noninteger and p =  [p]. Then (see [10, pp. 10,120,124], [12])

cfc(r,log I/I) = с _ л(г,log I/I), k < - 1, c0(r, log |/|) =  N0(r,/), (5)

ci (r,log|/|) =  ^Q tr* + i y ; (, ( ^ ) l - ( ' i y ' ) ^ £ d (  + Nl (r ,/), 1 <  k < p, (6)

0 '  '

(
r + 0 0  \

r- γ  tlt~1Nk(i,f )  dt + r* I  + N*(r,/), (7)

for k > p + 1. Since |Nfc(r,/)| < No(r,f) for each k Є Z , then using (3) and (6), we obtain

Mr,log 1/1)1 < llQtk" + 1 / ( ( ї ) * - (})* )  Л + Νο(,·'/)

< |lQ*|r* + | /  ( ( j ) 11- ( ; ) Ί  ( ^ - 1 + 0 ((»- 1))Л  + с„г<’-, +0(гй->)

0 '  '

с°р2 гр + о (г !!І / 1<ZC <P<P 3 , (8)

р2 ~ к2 Рз - к2 

as r —У +оо. Similarly, using formulas (3) and (7), we get

jhZ _  n2 ί  k2 -  n2
\ct (r,bg\f\)\ < ^ - ф с 0г̂  + k > p  + l > p ,  (9)

as r —» +oo. Therefore, from (2), (3) and (8) it follows

IcJ r  n i  < log 1/1)1 + No(r,/) 2p2 - k2 ά ζ ^ ± 1 0 (νΡ3)
I W J/ ) IS  k2 - Щ р 2-к2)СоГ + k2(p2 - k2) [ j

< ψ τ ρ + ^ r p\ r > 0, 1 < k < p < p3. (10)

Similarly, from (2), (3) and (9), we get

|c‘(r''/)! - щЙ^)с°гЄ + H ^ j 0(rW)
< ^ rp3, r > 0, A: > p + 1 > p. (11)

Thus, relations (1), (5), (10) and (11) imply (4). The case p Є N  is considered analogously.

Lemma 2 is proved. □



Proof of Theorem 1. Using (1) and (2), we have

=  * e z \ {0},

c0(r,rf ) =  j d± / « ,(* 'log I/I) du

0 0
Moreover, according to Lemma 1, we get

Co (r.I'f) = 1 °lrf'·),

ct̂ r,rf)=ctr~ + ̂ φl, tez\{0),
as r —> -(-oo for some рз Є (0,/θ). Therefore, taking into account Lemma 2, we obtain

Щ) ■■= E  ct(r· IfVkr =  E  <*(>■. ι)Υ4 + co( ' · '/)
fcez ke z\{0}

4 ε  c / *  + 0 (1« )  =  + 0 (1« ) ,
P fc€Z P

as r —»· +00 uniformly in φ Є [0,2/г]. □
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В с т у п

Нехай sn(z) — еліптична функція Якобі [3], κ — еліптичний модуль sn(z), κ2 Є (0,1). 

В роботах [8,4,16,21] доведено еліптичний аналог теореми Ліндемана [2] та отримано 

оцінку міри алгебраїчної незалежності значень в алгебраїчних точках еліптичних фун­

кцій Вейєрштрасса та Якобі з алгебраїчними інваріантами і модулем відповідно.

В цій роботі отримано оцінку міри алгебраїчної незалежності значень в алгебраїчних 

точках еліптичної функції Якобі sn(z) у випадку трансцендентного κ.

Нехай dl\, . . . ,  оіп — задані алгебраїчні числа, лінійно незалежні над Q. Позначимо сте­

пінь трансцендентності Q (x ,sn(a1) ,. . . ,  sn(a„)) через k. Будемо вважати, що алгебраїчно 

незалежними є числа κ, sn (a i),. . . ,  sn(oifc_i). Позначимо їх через β\,. . . , β .̂

Теорема 1 .  Д л я  д о в і л ь н о г о  многочлена А є Ж [ х \ , .. . ,хк], А ф  0, степінь якого не пере­

вищує D і висота не перевигцуює Н , In In Η > c\Dk ln(D  + 1), справджується

.......f t)  I »  h -«d‘ , (l)

де C\,C2 — додатні константи, залежні лише від κ  і ot\,. . . , .

Доводити цю теорему будемо методом Нестеренко, викладеному у [7]—[14].

У наступному пункті наведено допоміжні твердження, необхідні для доведення тео­

реми 1. У пункті 2 доведено теорему 2, з якої випливає оцінка (1). Означення основних 

понять, пов'язаних з мірою алгебраїчної незалежності, сформульовані в [19, 2,15].

©  Холявка Я.М., 2013

1 Д о п о м іж н і т в ерд ж ен н я

Означення наступних понять, формулювання і доведення необхідних властивостей 

ідеалів можна знайти в [22], [7].

Позначимо через dim  І проективну розмірність однорідного ідеалу І, через deg І та 

Н (І) — величини, аналогічні степеневі многочлена та його висоті, через h(l) — висоту 

ідеалу, яка характеризує кількість зв'язків, накладених многочленами цього ідеалу. Для 

7 - (70/· · ·/?« ) Є Ст+1 покладемо |7 | =  max І7 ;|.
O^j^m

Нехай K  =  Q (« i,. . . ,  Cin)r К[х] — кільце многочленів від змінних xq, . . . ,  xm над К. Для 

кожного однорідного незмішаного ідеалу І, І С К[х] і ненульової точки 7  Є С т+1 через 

І/(7 ) І позначимо величину, аналогічну величині многочлена в точці 7 .

Лема 1.1. Нехай І — незмішаний простий ідеал кільця К [х], dim І ^  0 ,1 — її Г\ ■■■ Г) Is — 

нескоротний примарний розклад, p j =  y/Tj, kj — показник примарного ідеалу Ij. Нехай 

7  Є Ст+1, 7  Ф 0, тоді

1) Е/=і kj deg pj =  deg I;

2) E/=i kj In H(pj) ^  In H{I) + m2 deg I;

3) L sj= 1 kj In |p; (7)1 < In |I(7 ) I + m3 deg /.

Лему 1.1 доведено в [7, Твердження 1.2].

Позначимо через Н(Р) висоту многочлена Р, Н(Р) =  max |я;|, де яг — коефіцієнти 

многочлена P, h(P) — логарифмічна висота Р, ||Р||у =  |Р(7 )І ' Н (Р )_1 · |7 |~ de8p.

Для двох ненульових точок 7  Є Ст+1 і ϋ Є С т+1 через

_  ^11=  Іч і ї  ~ ІТҐ1 Щ -1

позначимо відстань між 7  и ϋ.

Лема 1.2. Нехай р — однорідний простий ідеал кільця К[х], dimp ^  0; Q — однорідний 

многочлен з Щх], Q £ Р· Якщо r — 1 + dimp ^  2, то існує однорідний незмішаний ідеал 

J С К[х], нулі якого співпадають з нулями ідеалу (p, Q ), dim  J =  dimp — 1 такий, що

1) deg / ^  deg p· deg Q;

2) 1ηΗ(7) < lnH (p) degQ + lnH (Q ) degp + m(r + 1) degp · degQ;

3) для довільної точки 7  Є Cm+1 ip  - m in ||7 — ΰ\\, де мінімум береться по усіх нетри­

віальних нулях ϋ Є С т+1 ідеалу р, справджується нерівність

In |/(7 )І <  ln<5 + InH (Q ) degp + 1пН(р) deg Q + 11m2 degp · deg Q, (2)

де

^ (H Q IIt ' Я К Щ О p <  \\Q\\y,

ІІР (7)1/ якщо p ^  HQlly.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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Лему 1.2 доведено в [7, Твердження 1.4].

Лема 1.3. Нехай І С К[х] — однорідний незмішаний ідеал, r — 1 + dim 1 ^1 .  Для довіль­

н ої ненульової точки 7  є С т+1 існує нуль ϋ Є С т+1 ідеалу І такий, що

deg І ■ In  ||7  — і?|| <  і  (In  |/ (7 ) І + h(I)) + 4m3degL 

Лему 1.3 доведено в [7, Твердження 1.5].

Лема 1.4. Якщо Q — однорідний многочлен кільця К [х] і у, ϋ Є С т+1 — ненульові точки, 

причому Q( 'd) =  0, то справджується нерівність

ІІСЗІІт < ||7-^|| ^ (2m“1)degQ·

Лему 1.4 доведено в [7].

Дотримуватимемось стандартних позначень в теорії еліптичних функцій [3]. Позна­

чимо через 4K і 2іК' основні періоди sn(z). Покладемо

ω  =  (α ) ο , . . . , ω „ ι ) , ω ο  =  1,ω>\ =  =  s n ( a ; ) ,o ;2 ; + i =  s n '( a ; ) , l  <  ;  ^  п ; т  =  2 и  +  1 .

Лема 1.5. Для довільного вектора І =  (1\,...,1П) Є Ζ ” , Ί ф 0, існують однорідні много­

члени Sj, Tj, Uj Є Z[x], для яких

1) степінь не перевищує Сз(/2 + ■ · ■ + І2)·,

2) висота не перевищує ехр(сз(/2 + · · · + І2));

3) sn(/!ai + ... + lnocn) =  Tj(cJ)/U j(cJ), sn'(hcci + ... + ί„α„) =  Sj(a>)/Uj(cJ).

Крім того,

\ щ т  > exp(-c3(ll + ■ ■ ■ + її)).

Доведення Леми 1.5 подібне доведенню Леми 7.2 з [1] і Леми 1 з [6].

Нехай Л — решітка в C і C С. Число ос назвемо ЗЯ-допустимим відносно Л, якщо ос 

конгруентне за модулем Л деякій точці множини DJI.

Лема 1.6. Нехай z\,...,zn — комплексні числа, лінійно незалежні над Q за модулем ре­

шітки А. Існують така компактна множина Ш, 9R с  С, яка не містить точок А, і таке 

число Lq, щ о для довільного дійсного числа L\, L\ ^  L0/ серед точок Ιλζ і + ■ · · + l„z„,

0 < lj < L\, lj Є Z , знайдеться не менше | L” Ш-допустимих. Множина ШЇ і число L0 

залежить лише від A iz\ ,...,zn.

Лему 1.6 доведено в [17, Лема 5]. Будемо її застосовувати, коли z\ =  ос\,... ,zn =  осп і Л є 

решіткою півперіодів sn(z), а множина DJI визначається цими числами і решіткою.

Лема 1.7. Функції

σ((ζ + іК')/у/еі - е3), cr((z + іК')/у/еі - е3) sn(z)

ЦІЛІЇ ДЛЯ Мо > 1 виконуються нерівності

\cr((z + ІК')/у/е\— Є3) S n (z ) | |2|^Mo ^  c f°,

\a((z + iK!)/y/ex-eз)||2|<Мо < c f°.

Якщо δ — відстань від zq до найближчого полюсу sn(z) і |zo| <  Мо, тоді виконується
_д|2

|сг((z + ІК') /  \/е\— е3) І ^  6с5 °, де с4, С5 — сталі, щ о залежать лише від κ.

Доведення Леми 1.7 аналогічне доведенню Леми 7.1 з [5].

Лема 1.8. Нехай Κχ, R2 Є R , 8 < 41?і < R2, f(z) аналітична в крузі |z| ^  R2, Е — множина 

з V2 точок, які належать кругу |z| < R i, відстань між якими для кожної пари точок не 

менше ε, 0 < ε < 1. Тоді

v2s / 00D \ £>2s

№ \ Ш Я, < 2 | / ( z ) | |2|SK2 + 2 Р Щ '

Лему 1.8 доведено в [18].

max
x€£,0̂ s^S

/ « ( * )

S!
(3)

2 Доведення Теореми 1

У цьому розділі доведемо Теорему 2 і покажемо, як з неї можна отримати Теорему 1.

Теорема 2. Для кожного цілого r, 1 ^  r ^  k, існують такі сталі цг ^  0, уг ^  1, щ о для до­

вільних D і Н , In In Η  ^  7 rDk ln(D  + 1) і для довільного однорідного незмішаного ідеалу

І С К[х] з умовами h(I) = m - r  + 1, deg / ^  Dk~r+1, In Н (І) < Dk~rlnH  справджується

r—1
ln |/(ω)| ^  - μν(Ό\ηΗ(1) + d e g /ln H)D 

Покажемо як з  Теореми 2 випливає Теорема 1.

Для довільного ненульового многочлена В Є Ζ[χι, х2, Х\,. . . ,  х2п] позначимо

С(х0,Хі,Х2,^4,---/^2«) =  ХоЄ8ВВ ( — ' - Г ' - Г ’ ·· · ’
\xq хо хо

*2 η 
Х0

Тоді

С(1,κ ,sn (« i),. . . , sn(an)) =  B (x ,sn (a i),.. .,sn(a„)). (4)

Існують многочлени -Rfc+i, Qj e Z [x i,. . . ,  xm]/ і — 0, . . . ,  n — k, j =  1 ,..., n такі, що 

Rfc+,(x ,sn a i, .. .,sncck-i,snafc+i) =  0 i Q;(x,sna;/sn'a;) =  0. Ідеал X  породжений одно­

рідними многочленами, що відповідають Rjt+i і Qj, має розмірність к + 1. Позначимо че­

рез р однорідний простий ідеал, породжений усіма однорідними многочленами кільця 

Z[x], які рівні нулю в точці ω. Тоді отримаємо З С р, тому h(p) ^  2п — к + 1. Але якщо 

r =  m + 1 — h(p) < к, то для таких r з Теореми 2 отримаємо |р(о>)| > 0, що суперечить 

вибору р. Отже, m + 1 — h(p) > к, тобто h(p) < m — k + 1, тому h(p) =  2n — k + 1.

Нехай J — однорідний незмішаний ідеал в кільці Z[x], побудований для ідеалу р і 

многочлена С згідно Леми 1.2. Тоді

dim  J =  dimp — 1, deg J < c6degC, lnH (J) ^  c7(lnH (C) +degC),

ln|/(oJ)| ^  lnIIC||aT + C8(InH (C) + degC). (5)

Застосувавши до ідеалу / Теорему 2 і враховуючи (4), з (5) отримаємо нерівність

ln|B(x,sn(ai),...,sn(a„))| ^  -c9(D In Η (ί) + d eg iln H )D fc_1. (6)

Числа βί, . . . ,β 1( алгебраїчні над полем <&(κ, sn (a i),. . . ,  sn(a„)). Тоді для деякого ціло­

го алгебраїчного над кільцем Q[x, sn (a i),. . . ,  sn(a„)] числа d усі числа άβι — цілі алгебра- 

i4mHaAQ[>i/sn(ai)/ . . .,sn(a„)].



Покладемо для многочлена А Є Ζ[χι,. . . ,  х*], А ψ 0,

B(x/sn(a1) ,.. . ,sn(a„)) =  rfdegA||A||(j8l...β& (7)

Так як deg В ^  Ciodeg A, In Н(В) < сц ІпН(А), то, враховуючи (6) і (7), отримаємо 

оцінку Теореми 1.

Доведемо Теорему 2 індукцією по г. Нехай r — найменше ціле число, 1 ^  r ^  к, для 

якого твердження Теореми 2 не виконується. Для r — 1 Теорема 2 справджується, тому 

визначене 7г-і· Виберемо достатньо велике число А і покладемо 7 r =  7 r_iA8fc2+4fc.

Лема 2.1. Для достатньо великого А множина чисел D таких, щ о існує простий однорі­

дний ідеал р кільця К [х] з умовами

In lnH  ^  yrDk\n(D + 1), рП Z  =  (0), /г(р) =  m - r + 1, degp ^  D1-7̂ ,

ΙηΗ(ρ) < 2Dk~rlnH , 1η|ρ(ω)| < -A8fc2+8*+4(D lnH (p) + degpIn H )D r- 1 

обмежена.

З Леми 2.1 випливає теорема 2. Якщо ця множина обмежена, то для деякої достатньо 

великої додатної сталої С\і, для усіх однорідних простих ідеалів p С К[х], dimp =  r — 1, 

буде справджуватись

1η|ρ(ω)| ^  -ci2(D lnH (p) + degplnH )D r_1. (8)

Застосовуючи Лему 1.1 до довільного однорідного незмішаного ідеалу І С К[х] розмір­

ності r — 1 та враховуючи (8), отримаємо

In IJ(cU)І ^  —c13(D In H (i) + deg /lnH )D r-1.

Але це суперечить припущенню, що для ідеалів розмірності r — 1 Теорема 2 не виконує­

ться. Отримана суперечність доводить Теорему 2.

Нехай Н — достатньо велике число D і простий однорідний ідеал р розмірності r — 1 

задовольняють умовам Леми 2.1. Визначимо число М  рівністю

\DkM In М =  m in{A 8fc2+8fc+4(D InH (p) + degp In H )D r~\ ^ ln ( l/p )} , (9)

де p визначене в Лемі 1.2. З Леми 1.3 і (9) отримаємо

М Іп Л О  ln H (ln ln H )-1. (10)

З Леми 1.4 і (9) випливає

Лема 2.2. Нехай однорідний многочлен Р є К[х] міститься в ідеалі р і задовольняє нерів­

ності

h(P) + (2m + 1) degP ^  ADkM lnM .

Тоді

|P(aJ)||a7|_degP < exp AD^M lnM ^ .

З Леми 1.5, Леми 2.2 і (10) отримаємо наступне твердження.

Лема 2.3. Якщ о7 Є Z"\{0}, |/у| ^  A4fc+1D1/2, тоді Щ(х) р.

З Леми 1.2, Леми 2.1, (9), (10) та індуктивного припущення отримаємо оцінку знизу.

Лема 2.4. Нехай однорідний многочлен Р Є К[х] не лежить в ідеалі р і задовольняє не­

рівності

deg Р ^  A8k+5D, In Н (Р) ^  A8fc+5 In Η.

Тоді

|P(aJ)||aJ|~ degP ^  exp ^- ^A D fcM lnM ^ .

Застосувавши Лему 2.4 до кожного базисного ідеалу, отримаємо наступне тверджен­

ня.

Лема 2.5. Якщо З — ідеал К[х], породжений усіма однорідними многочленами Р Є К[х] 

такими, що Р(со) = 0 , тоді З С р.

Визначимо

L =  [A4fcD1/2] , К0 = DkM , Κ ι= λ 2, S = λ1-** Μ (11)

Лема 2.6. Існують такі однорідні многочлени А^ =  Α ^ ^ ,Α ^  Є К[х], 0 ^  ко < К0, 0 ^  к\ < 

Кі, щ о виконуються умови

1) deg A j ^  A4"+4D, 1ηΗ(Αέ) ζ  4λ1-2"2Μ1ηΜ;

2) хоча б один з цих многочленів не лежить в р;

3) для
Ко-1Кі-1F(z) = Σ  Σ  At(v)zk°snk>(z)
fco=0 k\=0

для всіх цілих чисел s, 0 < s < S, в усіх Ш-допустимих точках 1\ос\ + ■ ■ ■ + lnan, lj Є Z , 

0 ^  lj < L, виконуються нерівності

|Ρ^(ΖιΛι -І----h ln<x-n)\ ^  exp ^- ^A D fcM lnM ^ . (12)

Доведення Леми 2.6 подібне до доведення Леми 10 в [8]. Покладемо

S

fW (z ) =  ( έ ) " <F(z+ =  С )  ( s ’ " '

К0-1Кі-1

-Кі

Π ( δη(ζ),< ρΗ )
2 w=0

х { Е  Σ  Αήω) Σ  (kf ) (,-i\\zko 1 -bh-Ki-fci(sn(z) 'sn'(z)) V
L fc0=0 к1= 0 1=0 L \ 1 / vr l )· ] )

де φ{ιν)) та многочлени Gt^i(x,y) визначені для sn(z) подібно, як в [8] для ρ(ζ). 

Для усіх цілих s, /χ,.. . /„, 0 ^  s < S, 0 ^  /у < L, χ =  (χχ,... хт) визначимо

Ko-lKj-l t Γ

KiW = Σ  Σ  % (*) E
fco=0 fci=0 i=0

ko i!

i J (t-i)!

хС (_а іД і_кі(Г7(1 ,х )/Ііг(1,х),5т(1 ,х)/И 7(1,х))

(ІіЛі + ... + /пап)ко-іи1ОКі( l,3c)



Згідно леми Зігеля [20] про розв'язки системи рівнянь з алгебраїчними коефіцієнтами, 

для системи

% (х )  = 0 , 0 < s < S, 0 ^  lj < L, і =  1 ,..., п, (13)

існують відмінні від нуля многочлени Вк(х) Є К[х] такі, що deg ^  A8fc+4D, In Н(В[) ΐ  

3A1-8fc2M  In M. Як і в [8], нехай яр — дегомогенізація ідеалу р. Позначимо через и наймен­

ше ціле число таке, що існує вектор й =  («2, . . . ,  ит) Є Z m-1, щ ^  0, и2 + · ■ · + ит =  и та 

існують індекси Tcq, k\, при яких δΰΒ '̂Κ* £ яр, де

і=\иі- \дх

Тоді з (13) випливає, що 6uRsj(x ) Є йр. Нехай Ск(х) =  SnBko/kl (х), А^(х) — гомогенізація 

Ск(х). Для усіх к справджується Ajico) =  ЗлВк0гкл (х) та серед А^(х) існує такий, що не 

лежить в ідеалі р. Визначимо

Ко~ 1К і~  1 f r / j .  \ х|

Q » j(*)= E  Е 4 е(*)Е  ° ) 77з 7її(і.<ч + ... + и „ ) ‘«-'^0,:іи
fcn=0 Ь =0 г=П L \ г / Vr ‘ J·

Ко-ІХі-1

E Е
fco=0 ^!=0 і=0

х Gt-i,ki,Ki—ki (Tj(x) / Uj(x), Sj(x) / Liy(x))

Оскільки SuRsj(x) Є яр, то Qsy(x) Є p і з Леми 2.2 отримаємо оцінку

|Qsj(a?)| < exp ^-^A D fcM ln M ^ .

З цієї оцінки випливає оцінка Леми 2.6.

Позначимо

G(z) =  crKl((z + iK')/y/ei -e3)F(z).

З властивостей sn(z) та Леми 1.7, Леми 1.8, (11) і (12) отримаємо наступне твердження. 

Лема 2.7. У крузі \z\ ^  A2«+2D 1/2 справджується

Застосувавши Леми 1.5-1.7, Лему 2.1, Лему 2.4, Лему 2.5 та Лему 2.7, отримаємо таке 

твердження.

Лема 2.8. Для усіх цілих чисел s, 1\,.. . ,  Іп таких, щ о 0 < s < S, 0 < lj ^  A4fc+1D1/2, і 

Ш-допустимої точки lia -і + ■ ■ ■ + Іηα.η справджується

\f (s\Ii <x.i Η---+ lnocn)I ^  exp ^ADfcM ln M ^ .

Усі наведені вище міркування справджуються при 1 ^  r ^  и/2, тому k ^  п/2 . 

Позначимо 1Z — факторкільце К[х]/Яр, ?/г· — образи х,·, 1 ^  і ^  m, η — (щ , . . . ,  ̂ m), 

£  — поле часток Ті. Згідно Леми 2.3, Uj(rf) £  р. Визначимо ζγ =  (£у ν  ζ~12, ζ-13) так:

Оскільки точки (sn(?iai + ---1- Іпкп), s n '^ a i + · · · + lnocn)), I =  (h> ■ ■ - Jn) Є Z ", l φ 0,

лежать на кривій у2 =  (1 — х2)(1 — я 2х2), то

Uf(cv)Sf(co) =  (Uf(ω ) - Τ2(ω ) )(υ2(ω) - y?Tf(u>)).

Звідси та з Леми 2.5 випливає, що дві останні координати точки задовольняють рівня-

ння^ з  =  (1 - % ) ( 1 - с у ­

лема 2.9. Нехай ξ { =  (ζη,ζη, £із)/ 1 ^ 2 ^  m> — точки з різними першими координатами, 

R Є C[z, х], deg2 R ^  К0, degx R ^ K X. Тоді

m
Σ  οτάζ, R < (4Кі + 2)Kq + 2mKi.
i= l

Доведення Леми 2.9 аналогічне до доведення Леми 16 з [8].

Нехай

°  = І +у^  + (2 Л З - (1+,ї2)і)|;

— диференціальний оператор в кільці C[z,x,y\. Застосовуючи Лему 1.5 і Лему 2.8, отри­

маємо наступне твердження.

Лема 2.10. Для цілих s, 1\,. . . ,  Іп, 0 ^  s ^  S, 0 ^  lj ^  A4fc+1D1/2, таких, що точка і\сі\ + 

---Ηη«η Ш-допустима, виконуєтьсяDsF(z)\ilKl+...+inan =  0.

Тепер для доведення Теореми 2 достатньо показати суперечність оцінок в Лемі 2.9 і 

Лемі 2.10. Для многочлена F, побудованого в Лемі 2.6, згідно Леми 2.10 отримаємо

E ° r d f .f  > ^An+1D”/2M, 

що суперечить Лемі 2.9. Отримане протиріччя доводить Лему 2.1, а, отже, й Теорему 2.
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1 В с т у п

Простір X називається суперкомпактним [6], якщо він має бінарну передбазу для за­

мкнених множин. Сім'я V замкнених підмножин X є бінарною, якщо будь-яка зчеплена 

підсім'я із V має непорожній перетин (система підмножин X є зчепленою, якщо кожні два 

елементи цієї системи перетинаються). Передбаза V називається нормальною, якщо для 

кожних S0, Si Є Р  із S0 П Si =  0  існують такі Т0, Тг Є V, що

So П То =  0  =  Ті П Si та То U Ті =  MX.

Простір X, який має бінарну нормальну передбазу V , називається нормальним супер­

компактним.

Для X суперрозширення ЛХ складається із всіх максимальних зчеплених систем замкне­

них підмножин в X. Сім'я множин U+ =  {η Є АХ | F C U для деякої F Є η}, де U пробі­

гає всі відкриті підмножини X, є передбазою для топології в ЛХ.

Компактний простір X називається відкрито-породженим [4, 1], якщо X є граничним 

простором зворотнього сг-спектра, в якому всі проекції є відкритими відображеннями з 

метризовними ядрами. Поняття обернених спектрів, систематичне дослідження їх вла­

стивостей та представлення компактів незліченної ваги у вигляді зворотних спектрів мо­

жна знайти у [5].

Наступні твердження отримано В. Валовим [6].

Теорема 1. [6, Proposition 3.2] Нехай X — відкрито-породжений компактний простір з 

бінарною передбазою V для замкнених множин. Тоді X  є простором Аугунджі. Більше 

того, якщо X є зв'язним і V є нормальною, тоді X є абсолютним ретрактом.

(С) Черковський T.M., 2013

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/crap
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Наслідок 1.1. [6, Corollary 3.3] Якщо X є відкрито-породженим компактним простором, 

тоді ЛХ є простором Аугунджі. Якщо при цьому X є зв'язним, тоді простір максимальних 

зчеплених систем ЛХ є абсолютним ретрактом.

Нормованою неадитивною мірою [7] (нормованою ємністю) на компактному гаусдорфо- 

вому просторі X називаємо функцію c : ExpX U 0  —> І з такими трьома властивостями 

(нижче F, G - замкнені підмножини в X):

1. с(0 ) =  0, с(Х) =  1;

2. якщо F C G, то c(F) < c(G) (монотонність);

3. якщо c(F) < я, то існує така відкрита множина U D F, що для кожної множини 

G C і і  виконується c(G) < а (напівнеперервність згори).

Нехай L — компактна гаусдорфова топологічна гратка. Функція с : Exp X —> L нази­

вається нормованою L-значною ємністю [3] (нормованою граткозначною ємністю) на ком­

пактному просторі L, якщо виконано наступні умови:

1. с(0 ) =  0, с(Х) =  1;

2. для кожних замкнених підмножин F, G простору X із включення F C G випливає 

c(F) < c(G) (монотонність);

3. якщо F C X замкнена і c(F) міститься в околі V C L, то існує така відкрита множина 

U D F, що c(G) Є V і  для будь-якої замкненої множини G C X для якої G C іі 

(напівнеперервність згори).

У нашій статті L — цілком дистрибутивна гратка, тоді з топологією Лоусона вона є 

компактною гаусдорфовою дистрибутивною граткою Лоусона (див. [2] щодо основ тео­

р ії неперервних топологічних граток).

Надалі всі ємності вважаємо нормованими. На множинах M X дійснозначних ємно­

стей та М іХ  граткозначних ємностей на компакті X розглядаємо тісні топології [7,3], які 

теж виявляються компактними і гаусдорфовими.

Нашою метою є отримання для M X та М іХ  аналогів згаданих вище теорем В. Валова 

про простір ЛХ.

2 С у п е р к о м п а к т н іс т ь  та  н о р м а л ь н а  с у п е р к о м п а к т н іс т ь  п р о с т о р ів  

д ій с н о з н а ч н и х  м ір

Оскільки отримані В. Валовим доведення суттєво спираються на суперкомпактність 

ЛХ, перевіримо, чи простір неадитивних мір M X є суперкомпактним. Для цього потрі­

бно перевірити, чи в ньому існує бінарна передбаза для замкнених множин. Передба­

зу топології на M X утворюють множини вигляду О -(F, а) =  {с Є M X | c(F) < я}, де 

F C X, я Є R , і
сі

0+(и,а) =  {с Є M X I c(U) > а} =  {с Є M X | 3F c  U,c(F) > а},
сі

де і і  C X, я Є R.
ор

Таким чином, множини

0_(Т ,я) =  MX\0-(F,a) =  {с Є M X | c(F) > я},

де F C X, я Є R , та
сі

б+ (и ,а) =  MX\0+(U,a) =  {с Є M X | c(U) < а} =  {с Є M X | 3F c  U,c(F) < я},
сі

де U C X, а Є R , є замкненими в M X і утворюють передбазу V для замкнених множин.
ор

Теорема 2. Передбаза V у  M X є бінарною і нормальною.

Аоведення. Зрозуміло, що для будь-яких яі, Яг Є R  та ііі, ЇІ2 С M X виконано 0+ (їіі, Яі) П

Ο-f (L?i, Яг) ф 0 . Аналогічно для будь-яких ί?ι,&2 Є R  і Fi, Fj С M X перетин 0_(F i,fli) Π
d

O- (Fi, яг) є непорожнім. Розглянемо С>_ (F, Ь) і 0+ (ii, я) та перевіримо, при яких умовах 

0-(F,b) Г\0+(и,а) =  0 . Якщо 0-(F,b) ПО+(ІІ,я) =  0 , то

{с Є M X І c(F) > b} П {c Є M X I c(li) < я} =  0 ,

а це можливо тоді і тільки тоді, коли F С і і  та я < & одночасно.

Якщо F не є підмножиною іі, тоді існує Cq(A) Є 0-(F,a) П 0+(ІІ,я):

с0(А) =  <

Нехай а >Ь , тоді

1, при А =  X; 

а, при А ф Х,А  D F; 

0, в інших випадках.

1, при А =  X;

Со(А) =  < Ь, при А φ  Χ ,Α  ф 0;

,0 , А =  0 .

Тепер розглянемо сукупність множин

0- (F i,b i),0_(F2 ,&г)/· ■ ■ ,0-(Fn,bn) і 0 +( ііі,я і) ,0 +(ІІ2,Я2),.. . ,0 +(ііш,яш),

деп ,т  Є R , та доведемо, що коли кожні дві із них мають непорожній перетин, то і вся су-
т п

купність має непорожній перетин. Зрозуміло, що П 0+(li^,flfc) ф 0  та П О -(F;, £>/) ^  0 .
fc=i /=1

Якщо для кожних i, j  виконується 0 + (ііі, аі) П О- (Fj, bj) φ 0 , то або Fj не є підмножиною

іі, або яг > bj. Такий перетин є непорожнім, оскільки до нього належить наступна ємність

с0(Л) Є MX:

1, при Λ =  X,

Со(А) =  < тах{І7,· | A D F,·}, А φ  X,

0, інакше.

Якщо Fj D Fi, το {г | Fj D F,·} 3 j, тому для co(Fj) маємо {Ьг· | Fj D F,·} 9 by, а, отже, 

тах{Ьг- І Fj d  F,·} > bj, і маємо c(Fj) > bj. Отже, co Є 0-(Fj,bj). Також легко бачити, що 

со Є 0+(іі,-,яг), тобто co(Ui) < я,·. Припустимо протилежне, тоді c0(Ui) > aj, а тому для 

деякого / Є {1,2,... ,п} маємо Fj С іі, і by > яг одночасно, а це неможливо, оскільки за 

умовою 0+ (U,·, яг) П О- (Fj, bj) φ 0 , тому або Fj не є підмножиною і іг·, або bj < α{.



Отже, в M X існує бінарна передбаза для замкнених множин, а тому M X є суперкомпа- 

ктним простором.

Дана бінарна передбаза V є нормальною, тобто для кожних неперетинних So, Si Є V, 

існують такі То, Ті Є V, що

So П То =  0  =  Ті П Si та То U Ті =  MX.

Нехай

So =  6+(U,a) =  { с є М Х  І с(іі) < a}, Si =  0-(F,b) =  {с Є M X | c(F) > b}.

Бачимо, що, коли b > а та F C ii, то So П Si =  0. Оскільки F C U, το існує така 

множина У, що F C У C С1У С іі. Тоді То і Ті можна підібрати наступним чином:

Т0 =  0-(ClV,d) =  { се  M X І с(С1У) > d}, Τι =  0+(V,d) =  {c e M X \ c(V) < d},

де d =  Тоді So П To =  0 , бо С1У C U, d > a; S\ Γ\ Ti =  0 , бо F C V, b > d. Нехай 

d  g Τι =  0+(У,гі), тобто нерівність Сі (У) < d не виконується. Тоді С] (У) > d. Але, 

оскільки То =  {с Є M X І с(С1У) > d}, то сі Є То- Аналогічно, якщо с\ І  То, то с\ Є Т\. 

Отже, То U Ті =  MX.

Цим доведено, що передбаза V дійсно є бінарною і нормальною. □

Наслідок 2.1. Якщо X є відкрито-породженим компактним простором, то M X є абсолю­

тним ретрактом.

У [7] введено функтор ємностей М та описано його основні властивості, з яких випли­

ває, що M X є відкрито-породженим простором для відкрито-породженого X. Оскільки 

на M X існує бінарна передбаза V для замкнутих множин, то M X є простором Дугунджі, 

а, враховуючи його зв'язність і нормальність V, — і абсолютним ретрактом.

З Вл а с т и в о с т і п р о с т о р ів  г р а т к о з н а ч н и х  є м н о с т е й

Розглянемо тепер простір М іХ  граткозначних ємностей с : Exp X —»■ L, де L — компа­

ктна гаусдорфова дистрибутивна гратка Лоусона. Побудуємо у М іХ  бінарну передбазу 

для замкнених множин. Топологія на М іХ  визначається перед базою, яка складається з 

усіх множин вигляду

0_(F , У) =  {с Є М іХ  І c(F) < ос для деякого a Є У} =  {с Є М іХ  \ c(F) Є У 4},

де F C X, У C L, і
сі ор

0+ (ϋ, У) =  {с Є М іХ  I c(F) > ос для деяких F с  ϋ ,α  Є У} =
сі

=  { се  M LX I 3F C li,c(F ) Є У f},
cl

де ii  C X, У C L.
ор ογ

Відповідно передбазу для замкнених множин в М\Х утворюють множини

0+(U,W i) =  M LX\0+(U,Vі) - { с е  M LX I c(U) Є Wi},

де Щ  =  Щ  1= Ц У і t , Щ  c  L, Ц C X, Уі C L, та
сі ор ор

0_(F , W2) =  Μχ,Χ\0_ (F, У2) =  {c Є M LX I c(F) Є W2},

Ae W2 =  W2 t=  L\V2 I , W2 C L,F c  X, У2 C L.
cl cl op

Якщо покласти Wi =  {«} =  {/3} f, Va, β Є L, то множини

0 +(ϋ ,α ) =  0+(U, Wi) =  {c Є M ^X I c(li) < ос, ос E L},

0-{Ρ,β) =  0+ (ii,W 2) =  {с Є M LX I c(F) >β , β Є ї }  

також утворюють передбазу Р  для замкнених множин в М іХ .

Теорема 3. Передбаза V у  М іХ  є бінарною і нормальною.

Ловедення. Зрозуміло, що для будь-яких ос\, 0С2 Є L та U\, іі2 С М^Х виконано 0 +(ііі, « і) П
ор

0+ (ϋ2,α 2) ф 0 . Аналогічно для будь-яких βι,βι Є L і Fi,F2 c  M lX  перетин 0_(F i, убі) П
с/

О -(Fi, β2) є непорожнім. Розглянемо 0 _  (F,β) і 0 +(ІІ,а). Якщо 0 _ (F,β) П 0 +(іі,а ) =  0 ,

{с Є M LX I c(F) > П {с Є M LX І с(іі) <ос} =  0,

а це можливо тоді і тільки тоді, коли одночасно U D F та ос ^  β. Якщо F не є підмножиною 

іі, тоді існує міра С о (А )  Є 0 _  (F, β) Π 0+ (ϋ, а) наступного вигляду:

С о(А )

Нехай a > β, тоді

1, при А =  X; 

а, при А φ X, A D F-, 

„ 0, в інших випадках.

1, при Д =  X;

с0(Д) =  { β, при Д φ Χ ,Α  ф 0 ;

0, Д =  0 .

Тепер розглянемо сукупність множин

О- (Fi, β\), О- (F2, β2), ■ ■., Ο- (F„, ), і

Ο+(ϋ ι ,α ι ) ,0 +(ϋ 2,α2) , . .. ,O +(Um, 0im), де n,m Є Ж, 

та доведемо, що коли кожні дві із них мають непорожній перетин, то і вся сукупність має
m η

непорожній перетин. Зрозуміло, що П 0+(iijt,afc) ф 0  та f| 0_(F/,jS/) φ 0 . Якщо для
*=1 1=1

всіх і, j  виконується 0+(Ui, оіі) П (5_ (Fj, β j) φ  0 , то це означає, що або Fy не є підмножиною

іі„  або сі{ > β]. Такий перетин непорожній, до нього належить міра Со(Д) Є М іХ :

(
і, при Д =  X,

sup {/S, І Д D Fi}, А ф Х ,

0, інакше.

Покажемо, що Cq Є Q-(Fj,fij). Якщо Fj D Fi, то {i \ Fj D F,} 3 j, тому для c0(Fy) 

{βί І Fj D Fi} 3 β], а, отже, sup{/3, | Fj D F,·} > fij, і маємо c(Fy) > /Зу. Також легко бачити,



що Со Є 0 +(Ui,a.i), тобто co(Ui) < а,. Припустимо протилежне, тоді Со(ІІ() > аг, a тому 

для деякого / Є {1 ,2 ,..., п} маємо Fj C U, і яг ^  β] одночасно, а це неможливо, оскільки 

за умовою 0+ ( їіг·, а,·) П 0 _  (Fy, βj) ф 0 , тому або Fj не е підмножиною 1іг·, або βj < аг. Отже, 

в М іХ  існує бінарна передбаза для замкнених множин, а тому М іХ  є  суперкомпактним 

простором.

Тепер перевіримо, що дана передбаза V для замкнених підмножин є нормальною. 

Нехай

50 =  0+(U,ci) =  {c є M LX І с(іі) < ос},

51 =  6-{Ρ,β) =  { се  M LX I c(F) > β}.

Якщо F c  i i  та ос ^  β ос, β є  L, то So П Si =  0 .

Із [2, Exercise IV-3.32] ми знаємо, що якщо L — цілком дистрибутивна гратка, то для 

кожних ос φ β існує відображення φ : L —> І, де І =  [0,1], яке зберігає супремуми та 

інфімуми й відокремлює ос та β. Це означає, що, якщо ос ^  β, то ос V β ф ос, ос V β > β. Тоді 

<К* V P) =  V φ(β) ф <р(л), і <ρ(α) < ψ(β)·

Виберемо таке d e l ,  що <р(ос) < d < φ(β). Нехай

А =  {ос' Є L І φ(α') < d} 3 ос, В =  {β' Є L \ φ(β') > d} 3 β.

Із властивостей функції φ випливає

<p(sup А) — вир^(Л ) < d, φ(ΐηίΒ) =  ΐηίφ(Β) > d.

Нехай α0 =  sup Α, βο =  inf В. Отримуємо нерівності: ocq > ос, β0 < β. Л  U В =  L, тому для

V7  Є L або 7 < «о або 7  > βο, та осо ^  β, βο ^  ос. В X виберемо таку відкриту множину W, 

що F C W C W =  CIW С іі.

Нехай Т0 =  6-(νν,β0), Ті =  O+(W ,a0)·

Маємо So С Ті, оскільки, коли с(іі) < ос та і і  D W, то із монотонності міри отримуємо 

c(W) < с(іі) < а. Оскільки а < осо, то c(W) < ос0, а, отже, 6+(U,oc) C O+(W,a0). Ана­

логічно, якщо c(F) > β, то c(W) > c(F) > β > βο, a тому 0_(F ,a ) C O_(W,/50)/ тобто

Si C To-

Також So П To =  0 , оскільки U D W та ос ^  βο- Так само отримуємо Si П Ті =  0 , тому 

що F C W та осо ^  β.

Залишилося показати, що То U Ті =  М іХ . Оскільки для кожного 7  Є L виконується 

або нерівність 7  < ocq, або 7  > βο, то, якщо c(F) ^ 0 +(W ,ccq), тобто не виконується 

нерівність c(W) < осо, то c(W) > βο. Маємо W D W, тому c(W) > c(W) > βο, і, отже, с Є 

0-(W ,βο)· Навпаки, якщо c(F) ^  0- (W ,βο), тобто нерівність c(VV) > βο не виконується, 

тоді c(W) < осо. W D W, тому c(W) < c(W) < ос. Отже, с Є (D+(W,ao).

Ми довели, що передбаза V в М іХ  є бінарною нормальною. □

Отже, М іХ , як і MX, є суперкомпактним простором.

Наслідок 3.1. Для відкрито-породженого X простір М іХ  є відкрито-породженим ком­

пактним простором з бінарною передбазою V для замкнених множин, тому є простором 

Аугунджі.

Зауваження. Як бачимо, залишилось нез'ясованим питання, у  яких випадках простір 

М іХ  є абсолютним ретрактом: а) для даних X, L; Ь) для даного X і всіх цілком дистри­

бутивних L; с) для даної L і всіх зв'язних X. Це стане темою наступної публікації.
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Cherkovskyi T.M. Supercompactness of spaces of capacities and its consequences. Carpathian Mathemati­

cal Publications 2013, 5 (1), 143-149.

It is proved that the space of normalized real-valued capacities on an openly generated com­

pactum is an absolute retract. Existence of a normal binary subbase for closed subsets in the space 

of normalized lattice-valued capacities on an openly generated compactum is also shown, which 

implies that this space is a Dugundji space.

Key words and phrases: supercompactness, capacity, Dugundji space, absolute retract.

Черковский T.M. Суперкомпактность пространсте емкостей и ее следствия / /  Карпатские ма- 

тематические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 143-149.

Доказано, что пространство нормированньїх действительнозначньїх емкостей на открьі- 

то-порожденном компакте является абсолютним ретрактом. Показано, что в пространстве 

нормированньїх решеткозначньїх емкостей существует нормальная бинарная предбаза для 

замкнутьіх множеств, откуда следует, что зто пространство является пространством Дугун- 

джи.

Ключевие слова и фразьі: суперкомпактность, емкость, пространство Дугунджи, абсолют­

ний ретракт.
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Запропоновано двокроковий метод типу хорд з послідовною апроксимацією оберненого 

оператора для розв'язування нелінійних рівнянь. Досліджено локальну збіжність методу та 

встановлено квадратичний порядок збіжності. На тестових задачах проведено числовий екс­

перимент.

Ключові слова і фрази: апроксимація оберненого оператора, метод типу хорд, порядок збі­
жності.
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В с т у п

Нехай потрібно знайти наближений розв'язок х* нелінійного рівняння

F(x) =  0, (1)

де оператор F визначений на опуклій множині D банахового простору X зі значеннями 

у банаховому просторі У. Для розв'язування рівняння (1) існує багато методів. Зокрема, 

метод Ньютона, Стеффенсена, різницеві методи [1, 4, 8]. При цьому на кожному ітера- 

ційному кроці потрібно знаходити обернений оператор (розв'язувати лінійне операторне 

рівняння). Оскільки це завдання є складним, тому можна застосовувати методи з апрок­

симацією оберненого оператора, які не потребують розв'язування лінійних задач.

Існує два підходи до апроксимації оберненого оператора: послідовна та паралельна 

(синхронна та асинхронна). Методи з паралельною апроксимацією оберненого оператора 

застосовують при чисельному розв'язуванні (1) на процесорах, що працюють паралельно. 

Методи з апроксимацією оберненого оператора складаються з двох гілок. Одна з них 

призначена для побудови наближень до розв'язку нелінійного рівняння (1), а інша — 

для апроксимації оберненого оператора.

Методи з послідовною апроксимацією оберненого оператора досліджували багато ав­

торів. У [5] вивчено локальну збіжність модифікацій методів Ньютона та Стеффенсена. 

Дослідження однопараметричного класу методів типу Ньютона та метод типу Стеффен­

сена з послідовною апроксимацією оберненого оператора проведено у [3]. Обґрунтуван­

ню збіжності методів з послідовною апроксимацією оберненого оператора присвячені 

також праці [6, 7].

(с) Шахно C.M., Ярмола Г.П., 2013

Для розв'язування (1) ми пропонуємо двокроковий ітераційний процес

Хп+1 =  хп ~ AnF(xn), Уп+1 =  хп+1 — AnF(xя+і),

Ап+1 =  Ап [21 F(m„+i, vn+\) Ап], η =  0, 1 , . . . ,

де хо і Αο — початкові наближення до розв'язку х* і до оператора А* =  [F^x*)]-1 відпо­

відно, І — одиничний оператор, F(u, v) — поділена різниця першого порядку оператора 

F за точками u і v, ип =  хп + ап{уп - хп), vn =  хп + Ьп(уп - х„), ап Є [-1; 1], Ьп Є [0; 1]. Цей 

метод побудований на базі двокрокового методу

Х„+1 =  xn-[F(u„,O„)]-iF(xn), уп+1 =  хя+і - [F(u„,p„)]'"1F(xn+i), п =  0 ,1 ,... , (3)

запропонованого у [4]. Зауважимо, що частковим випадком методу (2) при значеннях 

параметрів ап =  0 і Ьп = 0 є метод, запропонований С.Ю. Ульмом у статті [5].

У цій праці показано результати теоретичного аналізу збіжності та числового дослі­

дження ітераційного процесу (2).

1 Л о к а л ь н а  зб іж н іст ь  м ет од у  з п о с л ід о в н о ю  а п р о к с и м а ц іє ю  о б е р н е н о г о  

о п е р а т о р а

Означення 1. Обмежений лінійний оператор, який діє з X вУ , позначуваний F(x, у), бу­

демо називати поділеною різницею першого порядку для оператора F за фіксованими 

точками х іу  (χ ф у), якщо виконується рівність F(x, у) (х — у) =  F(x) — F(y).

У випадку, коли х =  у вважатимемо, що F(x, x) =  F'(x), де F'(x) — похідна Фреше 

нелінійного оператора F у точці х.

Наступна теорема встановлює умови, при яких ітераційний процес (2) є збіжним. У 

доведенні теореми використовуються ідеї, викладені у роботі [5].

Теорема 1. Нехай F — нелінійний оператор, визначений у  відкритій опуклій області D 

банахового простору X зі значеннями в банаховому просторі Y. Припустимо, що:

1) рівняння (1) має розв'язок х* Є D, існує похідна Фреше F' (х*) і вона оборотна;

2) в кулі U =  {х : ||х — х* || < Го} функція F(х) має поділені різниці першого порядку 

F(x,y), які задовольняють умову Ліпшиця:

llf  (*/У) - F(И/И)|| < Ц||* - и\\ + ||у - г>||); (4)

3) ||f'(x*)|| < с, рЧ х * )]- 1!! < в,
і

4) ho =  max{X0, M 0r0, N0} < —,де
ro

Ко =  С + L(B + Го), Мо =  [C + L(B + го)КоГо]1<Со/ М) =  [С + (2 + a)L(B + го)2Ко]/

я = ( о' !" n> = max{N-x*||, ІІУо“ **ІІ/ ІІА>-Л*||}·
t A an U/

Тоді послідовності {х„ }, {уη }, {Αη }, η =  0 ,1 ,... збігаються відповідно до χ*, А*, при­

чому справджується оцінка

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Аоведення. Враховуючи (2), маємо

х„+і - X* =  Хп - X* - A„[F(x„) - F(x*)] =  [; - A„F(x„,x*)](x„ - x*), 

уп+ι -x* =  хи+і - x* - A„[F(x„+i) -F(x*)j =  [ί — AnF(xn+i, χ*)](χ„+ι -ж ,).

Оскільки виконується І — A„F(x„,x*) =  A*F'(x*) — A„F'(x*) + A„F'(x*) —A„F(x„,x*) =  

(A* - A„)F'(x*) + A„(F'(x*) -F(x„,x*)) i ||A„|| < ||A*|| + ||A„ - A*|| < B + ||A„ - А*||,то, 

використовуючи умову 3) теореми, отримаємо

||хи+і х*\\ — [C\\Ап А* ϋ + L(B + У Ап А* ||) ||хп — х* ||] ||хи — х* ||

<[C + L(B + r0)]r2 = K 0r2,

\\уп+і -х*\\ < [С||А„ - А*II +L(B+ \\Ап - А*||)||х„+1 -х*||]||хи+і -х*||

< [С\\Ап - А 4  + L(B + \\Ап - А 4)К 0г2]К0г2 < [C + L(B + r0)K0r0\K0r3n =  M 0r3n.

З іншого боку

А„+і А* =A„[2/ F(wn_f-i,уиц_і)Ап] А* =  Ап[І A*F (х*) F(un_|_i,z?n_|_i)An] А*

=A„[7 + F'(x*)A* -F'(x*)A„ + F'(x*)A„ - F(un+1,vn+1)An] - A*

=A„[/ + F'(x*)(A* - A„) + (F'(x*) - F(m„+i,z7„+i))A„] - A*

— [i AnF (x*)](An A*) + A„(F (x*) F(un_|_i,i7n_|_i))An

=  [A* A„]F (x*) (A„ A*) + A„(F (x*) F{un.|_i,yn_|_i))An.

Оскільки

||w „+ i x * II +  ||yn + i  де* II ^ ( 2  ® n + i  ^ n + i ) I I  д е«+ і **||

+(1яя+і| + ^n+i)llj/n+i — де*|| <  (2 + я)||х„+і — x*II,

||АЯ+1 - A*II <C||A„ - A*||2 + (B + ||A„ - A*||)2L(||wn+i -x*|| + ||z?„+i -x*||)

<C II An — A* ||2 + (2 + a)L(B + ||An — A* ||)2||xn+i — x* ||

<[C + (2 + a)L(B + r0)2K0\r2n =  N0r2n.

Методом математичної індукції доведемо, що (5) виконується для всіх п. Поклавши 

к =  1, отримаємо

Г\ =  шах{||хі -х*||, ||уі -х*||, ||Аі - А*||} < V o  =  (V o )2l_ 1n)· 

Припустимо, що оцінка (5) виконується для к =  1, п — 1. Тоді для к =  п матимемо 

rn =  тах{||х„ - х*||, ||уи -х*||/ IIАп - А*||} < /z0r2_ г =  h0(h0r0)2n~2r2 =  (h0r0)zn~l r0. 

Оскільки

||х„+і - х*|| < К0гп\\хп - ж*II, ||уя+і - де*II < М 0г2||х„+і -х*||, 

то, враховуючи, що гп < Го і /го̂ о < 1, отримаємо

||хи+і - x* II < ||х„ - x* II < .. . < ||хо - де* II < г0,

ІІУи + і  -  де* II <  ||де«+і -  де* II <  · ■ ■ <  Цдео -  де* II <  г 0 .

Отже, послідовності {хп}, {уп}, п =  0,1 ,... належать кулі іі. □

Зауваження 1. З оцінки (5) випливає, що порядок збіжності ітеращйного процесу (2) — 

квадратичний. П ри цьому припускається, що поділені різниці першого порядку задо­

вольняють лише умову Ліпшиця.

2 Числові е к с п е р и м е н т и

Практичне дослідження методу (2) проведено на тестових прикладах з [2, 5]. Ми за­

стосовуємо двокроковий метод типу хорд з послідовною апроксимацією оберненого опе­

ратора для розв'язування систем нелінійних алгебраїчних і трансцендентних рівнянь та 

нелінійних інтегральних рівнянь. Розрахунки проводяться при сталих значеннях пара­

метрів яп і Ьп. Числові результати, отримані методом (2), порівнюються із результатами, 

отриманими методом (3).

Приклад 1. Тридіагональна функція Бройдена

f  =  хг(0.5х* - 3) + 2xi+1 -1 , і =  1,

/ ' =  х'(0.5хг — 3) + х'-1 + 2хг+1 — 1, 1 < і < m,

/ ' — x'(0.5x' — 3) + хг_1 — 1 і =  m,

Xq =  - 1, і .. l,m .

Приклад 2. Тригонометрична система 

k — div(i — 1,5)
5k+5

f 1 =  5 — (k + 1)(1 — cos(x!)) — sin(x') — Σ cos(x])
_____  j=5k+ l

хг0 =  1/n, i =  1 ,m.

Приклад 3. Тригонометрично-експоненціальна функція

f 1 =  З(хг)3 + 2хг+1 — 5 + sin (хг — х,+1) sin (хг + хг+1) ,

/ г =  З(хг)3 + 2хг+1 — 5 + sin (х1 — хг+1) sin (хг + хг+1)

+ 4х' — χί_1 exp (х,_1 — x1) — З,

/ г =  4хг — хг_1 ехр (х '_1 — Xі) — З,

Xq =  2, ί =  1, m.

Приклад 4. Нелінійне інтегральне рівняння

1
x(s) — /(1  — 0.4854s + s2 + si arctan(x))di =  0, s, t Є [0,1],

o
xo(0 =  1.5.

Зупинка обчислювального процесу відбувалася за умови ||хя+і — х« ||то < е. Розрахун­

ки проводилися для систем нелінійних рівнянь розмірності m — 100. Для методів (2) і (3) 

додаткове початкове наближення уо було обчислене за правилом: У0 =  x g + 10-4, і =  1, m,

і для методу (2) Ао =  [F(uq,Vq)]~^. Обчислення виконувалися з точністю ε =  10-8 для 

прикладів 1 і 3, а для прикладу 2 — з точністю ε =  Ю~10. У таблицях 1-3 наведено кіль­

кість ітерацій, необхідних для отримання наближеного розв'язку систем із прикладів 1 - 

З відповідно.

Як бачимо, швидкість збіжності методу (2) практично однакова при різних значен­

нях параметрів я„ і Ьп- Серед диференціальних методів найшвидше збігаються методи з 

параметрами яп =  0.5, Ьп =  0.5 і яп =  1, Ьп =  1, а серед різницевих — методи з парамет­

рами яп =  1, Ьп =  0 і я„ =  1, Ьп =  0.5. За кількістю ітерацій, необхідних для знаходження

і =  1,

1 <  і <  m , 

і =  m ,



Метод (2) Метод (3)

b \ а -1 -0.5 0 0.5 1
-1 5 5 5 5 5

-0.5 5 5 5 5 4

0 5 5 5 7 4

0.5 5 5 7 4 7

1 5 4 4 7 5

b \ а -1 -0.5 0 0.5 1
-1 7 7 7 7 6

-0.5 7 7 7 6 6
0 7 7 6 6 6

0.5 7 6 6 6 6
1 6 6 6 6 6

Табл. 1: Результати обчислень для прикладу 1 при ε =  10 8 

Метод (2) Метод (3)

b \ а -1 -0.5 0 0.5 1
-1 5 5 5 5 4

-0.5 5 5 5 4 4

0 5 5 4 4 4

0.5 5 4 4 4 4

1 4 4 4 4 4

b \ а -1 -0.5 0 0.5 1
-1 5 5 5 5 5

-0.5 5 5 5 5 5

0 5 5 5 5 5

0.5 5 5 5 5 5

1 5 5 5 5 5

Табл. 2: Результати обчислень для прикладу 2 при ε =  10 10 

Метод (2) Метод (3)

b \ а -1 -0.5 0 0.5 1
-1 6 6 6 6 6

-0.5 6 6 6 6 5

0 6 8 6 5 5

0.5 6 6 5 5 5

1 7 5 6 5 5

b \ а -1 -0.5 0 0.5 1
-1 7 7 7 7 7

-0.5 7 7 7 7 7

0 7 7 7 7 6
0.5 7 7 7 6 6
1 7 7 6 6 6

Табл. 3: Результати обчислень для прикладу 3 при ε =  10 8

наближеного розв'язку системи рівнянь, запропонований нами метод з апроксимацією 

оберненого оператора (2) дещо поступається базовому методу (3). Проте його перевагою 

є те, що не потрібно розв'язувати систему лінійних алгебраїчних рівнянь на кожному іте- 

раційному кроці. Аналогічно, як у [5], ми порівнювали метод (2) з модифікацією методу 

(3), коли поділена різниця обчислюється лише один раз у точках Uq і Vq . При цьому метод 

з послідовною апроксимацією оберненого оператора виявився ефективнішим.

п я =  0.5, Ь =  0.5 я =  0, b =  1 я =  1, b — —1

1 2.008599938909832 2.008697259718701 2.007332718049135

2 1.999784032136865 1.999779182305491 1.999825757262160

3 2.000008159680034 2.000008346561328 2.000006697802527

4 2.000000866874908 2.000000859624378 2.000000921510420

Табл. 4: Результати обчислень для нелінійного інтегрального рівняння 4 при ε =  10 5

Розв'язування нелінійного інтегрального рівняння методом (2) проводилось за схе­

мою, запропонованою у [5]. Для наближеного обчислення інтегралів застосовували фор-

мулу трапецій з кроком h =  —

де x1 «  x [ih). Точний розв'язок інтегрального рівняння — x*(s) =  1 + s2. У таблиці 4 

подано значення наближення до розв'язку у точці s =  1 на кожному ітераційному кро­

ці. Результати наведено для модифікацій диференціального (я =  0.5, b — 0.5) та р і­

зницевого (я =  0, b =  1) методів з порядком 1 + л/2 і двокрокового методу Курчатова 

(я =  1, b =  - 1).
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The two-step secant type method with a consistent approximation of the inverse operator for 

solving nonlinear equations is proposed. The local convergence of the proposed method is studied 

and the quadratic convergence order is established. A numerical experiment is made on the test 

problems.
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Шахно C.M., Ярмола Г.П. Лвухшаговьгй метод типа хорд с аппроксимацией обратного оператора 

/ /  Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1. — С. 150-155.

Предложено двухшаговьій метод типа хорд с последовательной аппроксимацией обрат­

ного оператора для решения нелинейньїх уравнений. Исследовано локальную сходимость 

предложенного метода и установлено квадратический порядок сходимости. На тестовьіх за­

дачах проведено численний зксперимент.

Ключевьіе слова и фрази: ашгроксимация обратного оператора, метод типа хорд, порядок 

сходимости.
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АГРЕГАЦІЙНО-ІТЕРАТИВНІ АНАЛОГИ І УЗАГАЛЬНЕННЯ 

ПРОЕКЦІЙНО-ІТЕРАТИВНИХ МЕТОДІВ

Шувар Б.А., Обшта А.Ф., Копач М.І. Агрегаційно-ітеративні аналоги і узагальнення проекційно- 

ітеративних методів / /  Карпатські математичні публікації. — 2013. — Т.5, №1. — С. 156-163.

Для лінійних операторних рівнянь побудовані і досліджені агрегаційно-ітеративні алгори­

тми, які охоплюють способи ітеративного агрегування та проекційно-ітеративні методи. Умо­

ви збіжності не передбачають знакосталості відповідного оператора та не мають обмеження, 

щоб його спектральний радіус був меншим за одиницю.

Ключові слова і фрази: проекційно-ітеративні методи, декомпозиція, агрегаційно-ітеративні 
методи.
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1 В с т у п

Проекційно-ітеративні методи виникли під впливом дослідження методу усереднен­

ня функціональних поправок Ю.Д. Соколова [13]. Ці методи, теорія яких створена в [6],

[5], поєднують ідеї проекційних і ітеративних методів, що дозволяє використовувати пе­

реваги кожного з них для розширення класів задач, до яких можна застосувати отримані 

синтетичні методи. Для рівняння вигляду

х =  Ах + Ь (Ь Є Е) (1)

проекційно-ітеративні методи можна описати формулою

χ(”+!) =  Αλχ(η+χϊ + А2х{п) + b. (2)

Тут А\ + А2 =  А, А\, А2, А є л ін ій н и м и  неперервними операторами, які діють в банахо­

вому просторі E і b Є Е. Оператор А\ означується за однією з формул А\ — АР, А\ —

РА,А\ =  РАР, де Р — оператор проектування простору £  в його підпростір Ер. Позна­

чимо через І тотожний оператор в E, Q =  І — Р . Очевидно, що Р2 — Р. Відповідний 

проекційний метод

*("+!) =  AlX(n+V + b (3)

не використовує наближення x при знаходженні χ("+1) . При реалізації алгоритму (2) 

можна скористатися з банахового принципу стиску як засобу дослідження ітерацій та
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оцінки якості отриманих наближень. Такої переваги позбавлений алгоритм (3). В цій за­

мітці пропонуємо спосіб побудови агрегаційно-ітеративних алгоритмів, які поєднують 

ідею алгоритму (2) з ідеєю ітеративного агрегування як засобу декомпозиції алгоритму

(2) з використанням розпаралелення обчислювальних схем. Частковий алгоритм мето­

ду ітеративного агрегування досліджений в [3] за вельми жорстких обмежень щодо А та 

b і щодо параметрів, які фігурують в структурі алгоритму. Цей частковий випадок, ві­

домий як однопараметричний метод ітеративного агрегування для рівняння (1), можна 

отримати як алгоритм вигляду

*(«+!) =  --- ΑχΜ + b, (4)
(φ, χ(") — Αχ("))

де (φ, χ) — значення лінійного функціоналу φ Є Ε* на елементах х Є Е. Встановлені в

[3] умови збіжності цього методу передбачають, що банахів простір Е напівупорядкова- 

ний за допомогою конуса К додатніх елементів і ця напівупорядкованість узгоджена з 

нормою в Е (див., наприклад, [3, 4]). З-поміж основних припущень, які фігурують в [3], 

виокремимо вимоги про додатність Arab  і функціоналу φ, а також умову, що спектраль­

ний радіус р(А) оператора А менший від одиниці. Побудові синтезованих алгоритмів на 

основі методів ітеративного агрегування присвячені дослідження [11, 12, 2]. Будемо ви­

користовувати запропоновану в [8, 9,10] методику побудови і дослідження агрегаційно- 

ітеративних методів, які охоплюють однопараметричні і багатопараметричні методи іте­

ративного агрегування. При цьому в отриманих умовах збіжності не фігурують вимоги 

про знакосталість А, Ь, φ та про нерівність р(А) < 1. Зазначимо, що вимоги про знако- 

сталість А, Ь, φ фігурують у всіх відомих нам дослідженнях інших авторів щодо теорії і 

застосування методів ітеративного агрегування (див. наприклад, [1, 7,14]).

2 П о б у д о в а  агрегац ій н о- іт ерат и в н и х  ал гори т м ів

Задамо лінійні неперервні оператори S : Е ->· Е', А : E' -> E', А : Е £ де E' —

банахів простір, який, взагалі кажучи, не тотожний з £ та Ер. Вимагатимемо, щоб справ­

джувалася рівність

SAP =  AS, (5)

яку можна розглядати як частковий випадок загальнішого співвідношення

S(AP + A ) = A S .  (6)

Постулюємо існування оберненого оператора (I' — А )-1, де Ґ — одиничний оператор в 

£'. Рівняння (1) запишемо у вигляді

х =  АРх + AQx + b (7)

і розглядатимемо разом з ним додаткове рівняння

у =  Ay — SAQx — Sb. (8)

Лема 2.1 . Якщо пара х*,у* є розв'язком системи рівнянь (7), (8), то при х — х*, у =  у*

справджується рівність Sx* + у* =  θ', де θ' — нульовий елемент в E '.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp


Аоведення. Рівності (7), (8) дають підставу для співвідношень

Sx* + у* =  SAPx* + SAQx* + Sb + Ay* - SAQx* - Sb.

Звідси, враховуючи умову (5), отримуємо рівність Sx* + у* =  A(Sx* +у*)· Існування опе­

ратора (Ґ — А )-1 дозволяє вважати лему доведеною. □

Означимо підпростір εο простору E x E' як множину пар {х, у} елементів х Є Е, у Є E',

для яких маємо

£о =  {{х,у} : Sx + у =  θ',χ Є Е,у є £ '} . (9)

Будемо розглядати алгоритм, побудований за допомогою формул

х(п+1) =  Α ρ χ  +  A Q x (n) +  а(п) (у (я) _  у (п+1)) + Ь/ (10)

у (и+1) =  Лу(”) -  SAQxW + 4 п) (у (п) -  У(” +1)) -  Sb· (U )

Тут а(п) : E' —> E, oSn  ̂ : E' —> E' задані лінійні неперервні оператори, для яких при 

кожному п =  0, 1, . . .  справджується рівність

SaW + 4 П) =  А, (12)

де а(”) =  α(χ(”)), =  осо(х^).

Лема 2.2. Нехай справджуються рівності (12) і початкове наближення {х(°),у(°)} задо­

вольняє співвідношення {х(°),у(°)} є εο- Тоді д л я  η =  0 ,1 ,... справджуються співвідно­

шення {х^п\ у^} є εο-

Аоведення. Використовуючи співвідношення (10), (11) та (5), знаходимо

Sx(”+1) + у(и+1) =  SA Px^ + SAQx(n) + Saw (уМ - y(n+1)) + Sb + AyW 

—SA Q x^ + (Sfl(«) + 4 " })У(п) + (A - - 4 П))У("+1) - Sb =  A(SxW + yW).

Тому можна застосувати принцип індукції і на цій підставі вважати лему доведеною. □ 

Очевидним наслідком лем 2.1 та 2.2 є важливе для подальшого таке твердження.

Лема 2.3. Нехай справджуються умови леми 2.2. Тоді для всіх η =  0 ,1 ,... матимемо 

рівності

S(xW -х*) + (у{п) -у*) =θ '. (13)

Аоведення. Рівності (13) очевидним чином випливають з лем 2.1 та 2.2. □

В тому (взагалі кажучи, формально загальнішому) випадку, коли замість рівності (5) 

маємо рівність (6), допоміжне рівняння (8) замінимо рівнянням

у =  Лу — SAQx + SAx — Sb. (14)

Для системи (7), (14) зберігається твердження леми 2.1, а також зберігається означення 

підпростору εο за допомогою співвідношення (9). В парі ітераційних формул (10), (11) 

формулу (11) замінимо формулою

у(Я+І) =  ду(«+1) _  SAQx(n) + 5χ χ(η) + а (я) (у(п) _  у(п+1)) _  5Ь (15)

Для алгоритму (10), (15) зберігається твердження леми 2.2. Тому для цього випадку 

матимемо рівність (13), тобто справедливість твердження леми 2.3. Зазначимо при цьому, 

що в умовах лем 2.2 і 2.3 умову (12) постулюємо і для алгоритму (10), (15).

(16)

З Збіж ність ітерацій

За припущення, що при η =  0 ,1 ,... існують оператори (Ґ — А + з рівностей

(7), (8) та (10), (11) знаходимо

у(и+і) -у* =  - ( r - A  + 4 ")) ' 1SAQ(x(n) -х*) + ( Ґ - Л  + а£п))_ 1*оЯ)(У(п) — у*),

x(n+i) _ х* = (А  + (Ґ - А + oi{o ))~1SA Q (x^ - х*))

+ а ^ ( Ґ  - А  + -  Л )(у (и) -  у*).

Задамо, взагалі кажучи, довільним способом лінійні неперервні оператори ψ(я)

: E' —ї E' (п =  0,1, .. . ) і використаємо рівності (13), (14), (15). Отримаємо

у("+і) — у* — — (Ґ — Л + 4 M))_1(SAQ + 4 ”}S)(xW - x*)

+(I' - А + θί{”]У 1 (сс{”] - ψ^η]) (уW -у*), 

χ(η+ΐ)_χ* =(А  + а^п\Ґ- A  + ̂ n))- \ S A Q - ip ^S )(x ^  - x*))

+flW(l' - Λ + 4 n))_1(i' - A - ip{n))(y{n) -  y*).
Позначимо

Hw _ ( <  л<;»\
-  U ”> ’

h',"’ = A  + a,n’ (I' - A  + 4 " ')  l (SAQ - 

h\l' =a,nU.i' -  Λ + 4 "))“ ’ (i' -  Λ -  ψίη)), 

hn  =  -( I ' - A  + a ^ r ' f S A Q  + ^ S ) ,

ftg) =  Λ + 4"»)- , (4 ”

Приймемо для якої-небудь норми оператора Н(") =  | J в просторі E =  E x E'
\h21 h22 J

позначення ||Н(") ||0 · Підсумовуючи наведені міркування, матимемо такий результат. 

Теорема 1. Якщо справджуються умови леми 2.3 і виконуються нерівності

||Н(и)||о < q <1,

тоді послідовність {хМ ,у (п)} збігається до розв'язку {х*, у*} системи (7), (8) не повільні­

ше від геометричної прогресії зі знаменником q. П ри цьому {x(n\yW} Є εο і{х*,у*} Є εο·

Нехай, зокрема,

ψΜ =  I ’ - А. (17)

У цьому випадку з теореми 1 випливає такий факт.

Теорема 2. Нехай справджуються умови леми 2.3 і оператори вибрані згідно з рівно-

стями (17). Тоді для збіжності послідовності пар {х^п\ у^ } до розв'язку {х*, у* } системи

(7), (8) достатньо, щ об виконувалось співвідношення

\\А — я(п)(Ґ — Л + aQn))_ 1S(i — А)II < q <  1, (18)

гі"1).

№
U?

h{n)п\\
h{n)22



Ловедення. Умова (5) і припущення (17) дають підставу записати

SAQ - (Ґ - A)S =SAQ - S + AS =  SA(I - P) - S + AS

=SA - SAP - S + AS =  SA - AS - S + AS =  -S(I - A).

Тому замість рівності (16) матимемо

х(п+ї) _ х* =  А _  я(и)(// _  A + - Α)(χΜ - x*).

Звідси випливає, що збіжність за нормою до розв'язку рівняння (7) забезпечує умова

(18). При цьому послідовності та у(и) збігаються до х* та до у* відповідно не повільні­

ше від геометричної прогресії зі знаменником q. При всіх п — 0,1,... матимемо, що для 

пари {*(”) , справджуються співвідношення {х(”),у(”)} Є εο· □

Дослідження збіжності алгоритму (10), (15) можна звести до дослідження збіжності 

алгоритму (10), (11), маючи на увазі, що в (14) вираз SAQx — ААх можна формально замі­

нити виразом SAQx. Це можна потрактувати як заміну оператора Р іншим оператором 

проектування таким способом, що рівність (14) матиме вигляд (8), оправдуючи в такий 

спосіб заміну формули (15) формулою (11).

4 П ри к л ад

Якщо £ ' є евклідовим простором En розмірності N, то алгоритми (10), (11) та (10), (15) 

є багатопараметричними агрегаційно-ітеративними методами. Зокрема, для алгоритму

(10), (11) при N =  1 матимемо його однопараметричний варіант. Нехай А ф 1 є дійсним 

числом, φ є лінійним функціоналом у спряженому з Е банаховому просторі Ε*, (φ, х) є 

значеннями функціоналу φ на елементах х Є Е. Будемо вважати, що оператори S та А 

означені за допомогою формул

Sx = (φ,χ),Α — Λ.

Нехай (ΑΡ)*φ — λίφ і, отже, ((АР)*φ,χ) =  λ(φ,х), де (АР)* — спряжений оператор до 

АР. Алгоритм (10), (11) опишеться за допомогою формул

χ(η+1) =  Αρχ(η) + AQx(n) + а(п) (у(«) _  у(и+1)) + Ьі (19)

у(п+1) =  Ау(«+1) _  (<ptAQxW) + 4 n)(y(n) - y (n+1)) + (<Р,Ь). (20)

Припускаємо, що а^п\ос̂  \ задовольняють рівність (12), яка в цьому вішадку має вигляд

(<p,aW) + я£я) =  λ, η =  0, 1, . . . .  (21)

Означення множини εο за формулою (9) можна записати у вигляді

е0 =  {{х ,у} ■ (<р,х)+у =  0,Х Є Е ,у є  £ '} .

Для алгоритму (19), (20) можна отримати

у(и+1)-у* =
(<p,AQ(xW - х*)) «о(»)

1 — А + 1 — А + Kq1̂
(у(и) — У*)/

χ ( η + 1) _  = А Р ( х ( п )  - х * ) +  A Q ( X W  -  х*)

{„i W , A Q ( ^ - p + ( l - A ) q M (n)_  (22)

1 — λ + «q" 1 + A + a0

Оскільки рівність (13) у цьому вішадку має вигляд

<р(х(п)-х*) + (у(п)-у*) = 0,

то за довільного вибору Є £ ' цю рівність використаємо для того, щоб замість (22) 

отримати рівність

*("+!) _  х* =  Α(χ(") - х*)Н--------^-(φ , A Q (x ^  - x*)) - ψ^η\ φ,χ^ - χ*)
1 - λ + 4 η)

/  (1 A)flW _  α(„ ψ „ Λ  ( („) _  

\1  -Λ  + 4  )

(23)

Якщо конкретизувати вибір ψ за формулою

ф(п) =  (1 _ A ) . . .

Ψ і - л  + 4 и)'

то з формули (23) випливає, що

х(п+1) _  χ* =  А (х (п) _  χη ----- fl(n) —  (φ, (І -  A )(x W  -  X*)).

1 — А + Лд

Застосування теореми 1 засвідчує, що для збіжності послідовності |χ(”)} до χ*, а також 

послідовності { у } до у* достатньо, щоб при п =  0, 1, . . .  оператор

н[п)и> =  A w ---- ----^т(ср, ( I-  A)w) (24)
1 А -Ь acq

був оператором стиску. В тому окремому випадку, коли =  0, тобто, коли (φ, ) =  А,

із (24) отримується

H ^ w  =  H ^ w  =  Aw — α(η) (φ, w).

Отже, в цьому окремому випадку для збіжності послідовності {χΜ } до розв'язку рівнян­

ня (1) достатньо, як можна переконатися, щоб був стиском оператор Н ^  і щоб початкове 

наближення х =  χ(°) задовольняло рівність

(φ,χ) =

Зазначимо, що у цьому випадку при виборі с№ за формулою

„м  =  АР* іп}
(φ, х(и))

алгоритм (19), (20) зводиться до проекційно-ітеративного алгоритму

χ(”+1) =  АРхΜ + Qx^  + Ь.



Якщо означено за формулою (21) і при цьому = 0  при п =  0,1,... , то формули

(19), (20) можна записати у вигляді однієї формули вигляду

Х(п+1) =  AQx(n) + (<РгЬ) + [φ, Αψ :̂ } ) Αρχ(η) + ь (25)

(1 -λ)(ρ,χ(Ό)

Алгоритм (25) можна розглядати як узагальнення однопараметричного методу ітератив­

ного агрегування із [3]. Алгоритм (25) тотожний із зазначеним алгоритмом з [3], що опи­

сується формулою (4) у випадку, коли Р є тотожним оператором. Маємо на увазі при 

цьому, що

я (и )  =  — ____
(φ,χ(η))

За цієї ситуації матимемо нестаціонарний аналог алгоритму (2) вигляду

х(«+і) =  АРпХ(п+1) + AQnxW + b. (26)

В ньому проекційний оператор Рп залежить від номера ітерації п. Істотною відмінністю 

алгоритму (4) від алгоритму (26) є те, що проекційно-ітеративні методи вигляду (2) та 

(26), а також інші проекційно-ітеративні методи ґрунтуються на ідеї емпіричного вибору 

проекційного оператора Pq. Алгоритм (4) як і багатопараметричні методи ітеративного 

агрегування ґрунтуються на властивості алгоритмічного вибору підпростору E' і опера­

торів проектування простору Е в E' на кожному кроці ітераційного процесу.
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Aggregation-iterative algorithms for linear operator equations are constructed and investigated. 

These algorithms cover methods of iterative aggregation and projection-iterative methods. In con­

vergence conditions there is neither requirement for the corresponding operator of fixed sign no 

restriction to the spectral radius to be less than one.
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Шувар Б.А., Обшта А.Ф., Копач М.И. Агрегационно-итеративньїе аналоги и обобщения проек- 

ционно-итеративних методов / /  Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №1.

— С. 156-163.

Для линейньїх операторньїх уравнений построеньї и исследованьї агрегационно-итератив­

ньїе алогоритмьі, которьіе охватьівают способьі итеративного агрегирования и проекционно- 

итеративньїе методьі. В условиях сходимости отсутствует требование о знакопостоянности со- 

ответствующего оператора и ограничение, чтобьі его спектральний радиус бьіл меньше еди- 

ницьі.

Ключевьіе слова и фрази: проекционно-итеративнне методи, декомпозиция, агрегационно- 

итеративньїе методьі.
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ГРИГОРЧУКУ РОСТИСЛАВУ ІВАНОВИЧУ — 60 РОКІВ

23 лютого 2013 року виповнилося 60 років видат­

ному українському математику Ростиславу Івановичу 

Григорчуку.

Ростислав Іванович народився в селі Вишнівці, не­

подалік замку князя Вишневецького, що на Терно­

пільщині. Батько Ростислава, Іван Федорович, канди­

дат фізико-математичних наук, у 1966 - 1999 роках 

працював доцентом кафедри математичного аналізу 

Чернівецького університету, мати — лікар-терапевт.

У 1970 - 1975 роках Ростислав Григорчук навчав­

ся на механіко-математичному факультеті Москов­

ського державного університету. Не останню роль 

при вступі до університету відіграла рекомендація 

академіка Колмогорова. У 1978 році в Московському 

державному університеті ім. Ломоносова Ростислав 

Іванович під керівництвом А.М. Стьопіна захистив кандидатську дисертацію на тему "Ба- 

нахові середні в однорідних просторах і випадкові блукання". Через сім років у Матема­

тичному інституті Російської академії наук Р.І. Григорчук захистив докторську дисерта­

цію на тему "Функції зростання скінченно-породжених груп та їх застосування".

З 1978 p. Р.І. Григорчук працював у Московському державному університеті шляхів 

сполучення. 3 1992 до 1995 року завідував кафедрою вищої математики, на якій працював 

один з провідних спеціалістів в області диференціальних рівнянь з післядією професор 

Анатолій Дмитрович Мишкіс.

У 1995 році Ростислав Іванович став провідним науковим співробітником Інституту 

математики ім. В.А. Стєклова, а з 2000 до 2002 року разом з академіками Д.В. Аносовим 

та А.А. Болібрухом брав участь у створенні кафедри "Динамічні системи".

З 2002 року до даного часу Ростислав Григорчук — професор математики в Техасько­

му А&М університеті (у дослідженнях банахових просторів, операторних алгебр та де­

яких інших напрямках математики цей університет займає одне з перших місць у СІП А). 

У 2008 році йому присвоєний ранг заслуженого професора цього університету (Distingui­

shed Professor of Texas A&M University).

Вже у своїх ранніх роботах він запропонував елегантні розв'язки декількох визначних 

проблем, які залишалися відкритими впродовж десятиліть і були сформульовані най- 

видатнішими математиками того часу. У 1980 році Ростислав Григорчук побудував про­

стий приклад скінченно-породженої нескінченної періодичної групи, як групи породже­

ної перетвореннями одиничного відрізка, що зберігають міру. У 1984 році він показав, 

що ріст цієї групи проміжний між поліноміальним і експоненційним. Це перший при­

клад такої групи, що дало відповідь на давнє питання одного з найвидатніших топологів 

20 століття Мілнора (J. Milnor) про існування таких груп.

Це відкриття стало справжнім проривом у теорії ростів груп. З того часу було по­

будовано багато інших прикладів груп із різними типами ростів, але всі вони базуються 

на прикладі Р.І.Григорчука. Ця група володіє багатьма іншими цікавими властивостями. 

Наприклад, вона є першим прикладом аменабельної, але не елементарно аменабельної 

групи. Із вивчення властивостей цієї та подібних груп виросли нові розділи теорії груп: 

гіллясті групи, самоподібні групи, групи породжені автоматами та ін. Ці розділи зна­

йшли своє застосування у багатьох інших галузях математики: голоморфній динаміці, 

ергодичній теорії, спектральній теорії, теорії /г-інваріантів, теорії випадкових блукань, 

фрактальному аналізі тощо.

Після такого блискучого вступу до світу математики Ростислав Григорчук не перестає 

вражати колег своїми глибокими дослідженнями у різних галузях. Серед інших видатних 

досягнень ювіляра слід виділити: розв'язання проблеми М.Дея (M.Day) про неелементар- 

ні аменабельні групи, проблеми Зельманова (Zelmanov) (спільно із L. Bartholdi) про групи 

скінченної ширини, проблеми Ат'і (M. Atiyah) (спільно із P. Linnell, T.Schick, A.Zuk) про 

/2-числа Бетті. Зроблено значний вклад до загальної проблеми Бернсайда, створено тео­

рію гіллястих груп (груп Григорчука).

Наукові інтереси Ростислава Івановича стосуються таких галузей математики як: 

теорія груп, теорія динамічних систем, маловимірна топологія, теорія автоматів, статис­

тична фізика, теорія когомології, фрактальна геометрія, теорія формальних мов, теорія 

випадкових блукань. У всіх цих галузях математики він дав плідні і глибокі ідеї, які на 

довгі роки визначили ефективні напрямки їх розвитку.

Ростислав Григорчук є членом Американського, Лондонського та Московського ма­

тематичних товариств, редактором журналу "Groups, Geometry and Dynamics", членом 

редколегій журналів "International Journal of Algebra and Computation", "Journal of 

Modern Dynamics", "Geometriae Dedicata", "Algebra and Discrete Mathematics", "Матема­

тичні студії" та "Карпатські математичні публікації".

Наукове Товариство ім. Шевченка в Америці та фундація "Україна-США" при спри­

янні першого посла СТТТА в Україні дост. Романа Попадюка і Українського та Київського 

математичних товариств у 2008 р. оголосили конкурс для молодих математиків в Україні. 

П рофесор Ростислав Григорчук — голова комітету цього конкурсу.

Широта та різносторонність інтересів, потужний творчий компонент, вміння заціка­

вити, чудовий лекторський талант — все це допомогло згуртувати навколо Ростислава 

Григорчука ряд обдарованих учнів з різних країн світу, в першу чергу з України, Росії, 

Швейцарії, Італії, Ірану, США тощо.

В даний час Ростислав Іванович знаходиться у розквіті своїх творчих сил і продовжує 

проводити плідну науково-дослідницьку роботу. Тож побажаємо йому доброго здоров'я, 

довгих років життя та подальших творчих успіхів.

Артемович О.Д., Банах Т.О., Бондаренко В.М, Боднарчук Ю.В., Гаврилків В.М., 

Ганюшкін О.Г., Гуран І.Й., Дрозд Ю.А., Загороднюк А.В., Зарічний М.М., Заторський Р. А., 

Кириченко В.В., Кирчей І.І., Маслюченко В.Κ., Микитюк І.В., Некрашевич В.В., 

Никифорчин О.Р., Петравчук А.П., Петричкович В.М., Пилипів В.М., Сущанський В.І., 

Філевич П.В., Черевко І.М., Шарин С.В., Шарко В.В.

http://www.journals.pu.if.ua/index.php/cmp
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